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PREMIÈRE LEÇON 

Programme. — Ligne droite et Plan. — Ligne brisée. — Ligne courbe. — Lors- 
que deux droites partent d'un même point suivant des directions différentes, 
elles forment une figure qu'on appelle angle. — Génération des angles par la 
rotation d'une droite autour d'un de ses points. — Angles droit, aigu, obtus. 
Par un point pris sur une droite, on ne peut élever qu'une seule perpendicu- 
laire à cette droite. 



DÉFINITIONS. 

1. On appelle volume une portion limitée de l'espace. Ce qui 
sépare le volume du reste de l'espace se nomme surface. 

Lorsque deux surfaces se pénètrent, on donne le nom de ligne 
à leur partie commune. De même, le point est la partie com- 
mune à deux lignes qui se coupent. 

La Géométrie a pour objet l'étude des propriétés des volu- 
mes, des surfaces et des lignes : aussi dit-on qu'elle est la science 
de l'Étendue. 

2. Il y a deux espèces de lignes : la ligne droite et la ligrne 
courbe. 

La ligne droite est la ligne qui va d'un point à un autre par 
le chemin le plus court. 

On admet comme évident qu'on ne peut mener qu'une ligne 
droite et un point à un autre. Il en résulte que, si l'on applique 
am. i 
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deux points d'une ligne droite sur une autre ligne droite, ces 
deux lignes coïncident dans toute leur étendue. 

K h On désigne un point par une lettre 

quelconque. Pour nommer une ligne 
droite, on énonce deux points de cette ligne ; ainsi la ligne droite 
AB est celle qui passe par les points À et B. 

Toute ligne composée de portions finies de lignes droites est 
une ligne brisée. 

On appelle ligne courbe toute ligne qui n'est ni droite ni brisée. 
Il existe une infinité d'espèces de lignes Courbes ; chacune a sa 
définition propre. 

3. Parmi les surfaces, on distingue la surface plane ou le plan. 
Le plan est une surface telle que la ligne droite, menée par 

deux points quelconques de cette surface, coïncide avec elle 
dans toute son étendue. 

4. On désigne les volumes, les surfaces et les lignes sous 1<; 
nom commun de figures. — Une figure est plane lorsque tous 
ses éléments sont compris dans un même plan. 

Deux figures sont égales lorsqu'on peut les faire coïncider, 
en appliquant Tune sur l'autre. Dans la superposition de deux 
ligures planes on admet ce principe qui sera démontré plus loin : 
Si l'on applique trois points d'un plan sur un autre plan, ces 
deux surfaces coïncident dans toute leur étendue. 
On dit que deux figures sont équivalentes lorsqu'elles ont la 
. même étendue, sans avoir la même forme. 
A 5. Lorsque deux lignes droites partent d'un 

\ même point A suivant des directions différentes 
V AB, AC, elles forment une figure qu'on appelle 
\ angle. Les lignes droites AB, AC, sont les côtés 
de l'angle ; le point A en est le sommet. 
On désigne un angle par son sommet s'il est seul en ce point; 
dans le cas contraire, on marque deux points sur les cotés de 
l'angle et l'on énonce le sommet entre ces deux points. Ainsi 
l'angle BAC a le point A pour sommet, et ses côtés passent res- 
pectivement par les points B, C. 

La grandeur d'un angle, par exemple BAC, ne dépend que de 
Técartement de ses côtés, qu'il faut toujours concevoir prolongés 
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indéfiniment. Pour se faire une idée de cette grandeur, on sup- 
pose le côté AC d'abord appliqué sur AB, puis on le fait tour- 
ner autour du sommet A jusqu'à ce qu'il ait repris sa position 

primitive; la quantité dont la ligne droite 
AC a tourné est précisément ce qui con- 
stitue la grandeur de l'angle BAC. 

Deux angles ABC, CBD, sont adjacents 
lorsqu'ils ont le même sommet B, un côté 
commun BC et qu'ils sont placés de part 
et d'autre de 'ce côté. 
Une ligne droite AB estperpendiculaire 

Zy ou oblique à une autre ligne droite CD, 
selon qu'elle fait avec celle-ci deux an- 
gles adjacents ABC, ABD, égaux ou iné- 
c ' 5" gaux. Dans l'un et l'autre cas, l'intersec- 

tion B des deux lignes droites est appelée le pied de la perpen- 
diculaire ou de l'oblique. 

On nomme angle droit tout angle dont l'un des côtés est per- 
pendiculaire à l'autre. 

6. Un théorème est la proposition d'une vérité qu'il faut dé- 
montrer. 

L'énoncé d'un théorème renferme deux parties, savoir : une 
Jnjpothèse faite sur un certain sujet et une conclusion qui est la 
conséquence de l'hypothèse. Le raisonnement que l'on fait pour 
déduire la conclusion de l'hypothèse, lorsque leur dépendance 
n'est pas évidente, est appelé la démonstration du théorème. 

Deux théorèmes sont réciproques, lorsque l'hypothèse et la 
conclusion de l'un sont la conclusion et l'hypothèse de l'autre. 
Ainsi le théorème : « Si deux angles sont droits, ils sont 
égaux, » a pour réciproque : « Si deux angles sont égaux, ils 
sont droits. » 

Lorsque la conclusion d'un théorème convient à plus de cas 
que l'hypothèse, le théorème réciproque peut être faux. Nous 
en avons un exemple dans le théorème précédemment énoncé; 
car deux angles peuvent être égaux sans être droits. 

On appelle corollaire d'un théorème une conséquence quel- 
conque de ce théorème. 
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THÉORÈME. 

D'un point 0, pris sur une ligne droite AB, on peut mener 
une perpendiculaire à cette ligne, et on ne peut en mener 
quune. 

Je tire par le point 0 une ligne droite quelconque OC; si les 
angles adjacents AOC, ROC sont égaux, la ligne OC est perpen- 
diculaire à AB. Dans le cas contraire, et 
en admettant que l'angle AOC soit moindre 
que BOC, je fais tourner la ligne droite OC 
autour du point 0 jusqu'à ce qu'elle coïn- 
cide avec OB. Dans ce mouvement, l'an- 
gle AOC croit d'une manière continue, tandisque l'angle BOC 
d'abord plus grand que AOC, décroit d'une manière continu" 
jusqu'à devenir nul. Donc la ligne droite OC passe par une posi- 
tion OD, dans laquelle elle fait avec AB des angles adjacents 
AOD,BOD, égaux entre eux. Cette position est unique ; car, avant 
de l'atteindre et après l'avoir dépassée, la ligne OC fait avec AB 
des angles inégaux. Par conséquent, OD est la seule perpendicu- 
laire qu'on puisse mener à la ligne droite AB par le point 0, pris 
sur cette ligne. 

Corollaire. — Tous les angles droits sont égaux. 

' Soient la ligne droite CI) 
D " perpendiculaire à AB, et la 

ligne droite GH perpendicu- 
laire à ËF ; je dis que l'angle 

"I 1 n b o — r droit ACD est égal à l'angle 

droit EGII. 

Je transporte l'angle ACD sur l'angle EGH, et j'applique la li- 
gne droite AB sur EF, de telle sorte que le point C coïncide avec 
le point G. La ligne droite CD, perpendiculaire à AB, prend alors 
la direction de la ligne droite GH perpendiculaire à EF, et l'ai - 
gle ACD coïncide avec l'angle EGH. 

Remarque. — Un angle est aigu ou obtus, selon qu'il est plus 
petit ou plus grand qu'un angle droit. 
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DEUXIÈME LEÇON 

Procramme i Angles adjacents. — Angles opposés par le sommet. 



DEFINITIONS. 




On dit que deux angles ABC, DBE sont opposés par le som- 
met lorsque les côtés de l'un sont les prolonge- 
ments des côtés de l'autre. 

Deux angles sont complémentaires, lorsque 
leur somme est égale à un angle droit. — Deux 
angles sont supplémentaires, s'ils valent en- 
semble deux angles droits. 

THÉORÈME I. 

Lorsqu'une ligne droite AB en rencontre une autre CD, la 
somme de deux angles adjacents AEC, BEC, formés par ces li- 
gnes, égale deux angles droits. 

Si la ligne droite CD est perpendiculaire sur AB, le théorème 

est évident, puisque les angles AEC, BEC 
sont droits. 

Dans le cas contraire, j'élève par le point 
p E la perpendiculaire EF sur la ligne droite 
/ AB, et je fais remarquer que l'angle obtus 

/ AEC est plus grand que l'angle droit AEF 

D de l'angle CEF, tandis que l'angle aigu BEC 

est moindre que l'angle droit BEF du même angle CEF. Donc la 
somme des deux angles adjacents AEC, BEC, égale la somme 
des deux angles droits AEF, BEF. 




Digitized by Google 



D 



G GÉOMÉTRIE. 

Corollaire I. — Lorsque Vun des quatre angles formés par 
deux lignes droites AB, CD, est droit, les trois autres sont droits 

aussi. 

En effet, si l'angle AOC est droit, l'angle 
COB qui lui est adjacent sera droit aussi, 
puisque ces angles sont supplémentaires. 

Il résulte pareillement, de ce que L'angle 
COB est droit, que son supplément BOD égale 
aussi un angle droit. Enfin l'angle AOD est 
droit, parce qu'il est le supplément de l'angle droit BOD. 

Corollaire II. — La somme des angles adjacents ACD, DCE, 

ECF, FCB, faits dun même côté dune ligne 
droite AB, égale deux angles droits. 
Car le premier de ces angles, c'est-à-dire 
B ACD, a pour supplément l'angle DCB qui est 
la somme de tous les autres angles DCE, ECF, FCB. 

Corollaire III. — La somme des angles adjacents BAC, CAD, 
DAE, EAF, FAB, que font autour dun point A les lignes droi- 
tes AB, AC, AD, AE, AF, tirées de ce point, 
égale quatre angles droits. 

Je prolonge l'une de ces lignes droites, 
par exemple AD, au delà du point A et je 
remplace l'angle BAF par les deux angles 
BAG, GAF dont il est la somme. Les angles 
adjacents, faits de chaque côté de la ligns 
droite DG, valent ensemble deux angles droits; donc la somme 
de tous les angles faits autour du point A égale quatre angles 
droits. 





THÉORÈME II. 



Si deux angles adjacents ABC, CBD, sont 
supplémentaires, leurs côtés non communs 
AB, BD, sont en ligne droite. 
K S B En effet, le prolongement de la ligne droite 
AB au delà du point B doit faire avec BC un angle égal au sup- 
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plémentde l'angle ABC \ c'est-à-dire égal à l'angle CBD; il 
coïncide donc avec la ligne droite BD. 

THÉORÈME m. 

Si deux lignes divites AB, CD se rencontrait, /es angles AEC, 
BED, opposés par le sommet sont égaux. 

Les angles adjacents AEC, CEB, faits par les lignes droites AB, 

EC, sont supplémentaires (I). Pareillement, 
les angles adjacents BED, CEB, faits par 
les lignes droites CD, EB, valent ensemble 
deux angles droits. Donc les angles AEC, 
BED, opposés par le sommet, ont pour 
supplément le même angle CEB, et sont égaux entre eux. 

PROBLÈMES. 

1 . Les bissectrices de deux angles adjacents et supplémen- 
taires sont perpendiculaires l'une à l'autre. (On appelle bissec- 
trice d'un angle la ligne droite qui divise cet angle en deux par- 
ties égales.) 

2. Lorsque quatre angles adjacents valent ensemble quatre 
angles droits, si le premier est égal au troisième et le deuxième 
égal au quatrième, les côtés de ces angles sont deux à deux eu 
lignes droites. 

3. Les bissectrices de deux angles opposés par le sommet 
sont en ligne droite. 

* Les nombres mis entre parenthèses indiquent les théorèmes sur lesquels 
s'appuie la démonstration que Ton fait. Un seul nombre écrit en chiffres romains, 
comme (I), indique le théorème 1 de la leçon actuelle; deux nombres, l'un en 
chiffres arabes et l'autre en chiffres romains, par exemple (20, III), indiquent le 
théorème 111 de la 20 e leçon. 
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TROISIÈME ET QUATRIÈME LEÇON 

Programme : Triangle*. — Cas d'égalité le» plus simples. 



DÉFINITIONS. 

Un triangle est une portion de plan terminée par trois lignes 
droites qui se coupent deux à deux et qu'on appelle les côtés 
du triangle. Les angles des côtés consécutifs et les sommets 
de ces angles se nomment aussi les angles et les sommets du 
triangle. 

THÉORÈME I. 

Un côté quelconque d'un triangle est moindre que la somme 
des deux autres. 




En effet, la ligne droite ÀC étant le plus court 
chemin du point A au point G, le côté AG du 
triangle ABC est moindre que la somme des 



deux autres côtés AB, BC. 
Corollaire. — Si de chacun des membres de l'inégalité 

AB + BC> AC 

on retranche le côté BC, on a la nouvelle inégalité 

AB > AC — BC 

qui conduit à cet autre énoncé du théorème précédent : Un 
côté quelconque d un triangle est plus grand que la différence 
des deux autres. 
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THÉORÈME II. 

Si, et un point Bpris à l'intérieur (F un triangle ABC, on mène 
les droites DB, DC aux extrémités d'un côté BC, la somme de 

ces droites est moindre que la somme 
j, des deux autres côtés AB, AC du 

triangle. 
Chaque côté d'un triangle étant 
b"^ moindre que la somme des deux 

autres, si je prolonge la droite BD jusqu'au point E où elle ren- 
contre le côté AC, j'ai dans le triangle ABE : 

BD + DE < AB + AE, 

et dans le triangle CDE : 

. CD < DE + EC. 

J'ajoute les deux inégalités précédentes membre à membre; 
je supprime ensuite le terme DE, commun aux deux membres 
de la nouvelle inégalité, et je trouve : 

BD+CD< AB + AE + EC; 

ce qui démontre le théorème énoncé, puisque la somme des 
deux lignes AE, EC, est égale au côté AC. 

THÉORÈME III. 

Deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont un côté égal adja- 
cent à deux angles égaux chacun à chacun. 

Soient ABC, DEF, deux triangles ayant le côté 
BC égal à EF, l'angle ABC égal à DEF et l'angle 
ACB égal à DFE ; je dis que ces triangles sont 
égaux. 

En effet, je transporte le triangle DEF sur le 
triangle ABC, et je fais coïncider le côté EF 
avec le côté BC qui lui est égal, en plaçant le point E sur le 
point B et le point F sur le point C. Le côté ED prend alors la 
direction de BA, parce que les angles DEF, ABC sont égaux ; le 
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côté FD prend pareillement la direction de CA, à cause de l'é- 
galité des angles DFE, ACB. Par suite, le point D, commun aux 
deux droites ED, FD, vient se placer sur l'intersection A des 
deux droites BA, CA, et les triangles ABC, DEF, coïncident dans 
toute leur étendue. 

Corollaire. — Lorsque deux triangles ont un côté égal adja- 
cent à deux angles égaux chacun à chacun, les côtés opposés aux 
angles égaux sont aussi égaux. 11 en est de même des angles 
opposés aux côtés égaux. 




THÉORÈME IV. 

Deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont un angle égal corn- 
pris entre deux côtés égaux chacun à chacun. 

Soient ABC, DEF, deux triangles ayant l'angle A égal à l'angle 
D, le côté AB égal au côté DE et le côté AC égal au côté DF; je 

dis que ces triangles sont égaux. 

En eflet, je transporte le triangle DEF sur le 
triangle ABC, et je fais coïncider les côtés égaux 
AB, DE, en posant le point D sur le point A et le 
point E sur le point B. Le côté DF prend alors la 
direction de AC à cause de l'égalité des angles 
EDF, BAC, et le point F se place sur le point C, 
puisque les deux côtés DF, AC, sont égaux; le côté EF se con- 
fond par suite avec BC, qui a les mêmes extrémités, et les 
triangles ABC, DEF, coïncident dans toute leur étendue. 

Corollaire. — Lorsque deux triangles ont un angle égal com- 
pris entre deux côtés égaux chacun à chacun, les angles opposés 
aux côtés égaux sont aussi égaux entre eux. Il en est de même des 
côtés opposés aux angles égaux. 

THÉORÈME Y. 

Si deux triangles ont un angle inégal compris entre deux 
côtés égaux chacun à chacun, les troisièmes côtés sont inégaux, 
et le plus grand de ces côtés est opposé au plus grand angle. 

Je suppose l'angle A du triangle ABC plus grand que l'angle A' 
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du triangle A B C', et les côtés AB, AC, égaux respectivement 
aux côtés A B', AT/ ; je dis que le côté BC opposé à l'angle A est 

plus grand que le côté B'C opposé 
* à l'angle A'. 

Pour le démontrer, j'applique 
le triangle A'B'C sur le triangle 
ABC, de manière que le côté A' IV 
coïncide avec son égal AB. Soit 
AC" la position que le côté A'C 
prend dans l'angle BAC, plus 
grand que l'angle B'A'C par hypothèse. Je divise l'angle CAC" en 
deux parties égales par la droite AD qui rencontre le côté BC au 
au point D, et je tire la droite DC". Les triangles ADC, ADC* ont 
un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun, 
savoir : l'angle DAC égal à DAC* par construction, le côté AC 
égal à AC" par hypothèse, et le côté AD commun ; ces triangles 
sont donc égaux (IV), et le côté DC est égal à DC . Or, on a dans 
le triangle BDC (1): 




ou 



BD + DC" > BC", 



BD + DC >BC"; 



par conséquent le côté BC est plus grand queBC", ou que son 
égal B'C'. 

Remarque. — En plaçant le triangle A'B'C sur le triangle ABC, 
j'ai supposé que l'extrémité C du côté A'C se trouvait à l'exté- 
rieur du triangle ABC. Ce point peut être sur le côté BC, ou à 
l'intérieur du triangle ABC ; pour chacune de ces deux autres po- 
sitions du sommet C, la démonstration du théorème est identi- 
que à la précédente. 

Corollaire. — Les deux théorèmes précédents prouvent que 
si deux triangles ont deux côtés égaux chacun à chacun, les 
troisièmes côtés de ces triangles ne sont égaux ou inégaux 
qu'autant que les angles opposés sont eux-mêmes égaux ou 
inégaux, et que, dans le cas de l'inégalité^ le plus orand côté 
est opposé au plus grand angle. 
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THÉORÈME VI. 



Deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont les trois côtés égaux 
chacun à chacun. 

Soient les triangles ABC, DEF, qui ont le côté AB égal à DE, le 
coté AC égal à DF et le côté BC égal à EF. Je dis d'abord que 




deux angles, tels que A et D, opposés à des cô- 
tés égaux BC, EF, sont égaux. 

En effet, les deux côtés AB, AC du triangle 
ABC étant égaux respectivement aux côtés DE, 
DF, du triangle DEF, les troisièmes côtés BC, 
EF de ces triangles ne peuvent être égaux que 
si les angles A et D qui leur sont opposés sont 



eux-mêmes égaux (V, c). Or BC égale EF par hypothèse ; donc 
l'angle A égale aussi l'angle D. Les triangles ABC, DEF, ayant 
alors un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à 
chacun, sont égaux (IY). 

Corollaire. — Si deux triangles ont les trois côtés égaux 
chacun à chacun, les angles opposés aux côtés égaux sont 
égaux. 

PROBLÈMES. 



1. La somme des lignes droites qui joignent un point, pris 
à l'intérieur d'un triangle, aux trois sommets, est moindre que 
le périmètre du triangle et plus grande que la moitié de ce pé- 
rimètre. 

2. La ligne droite qui joint le sommet d'un triangle au milieu 
du côté opposé est moindre que la moitié de la somme des deux 
autres côtés ,mais plus grande que la moitié de l'excès de cette 
somme sur le troisième côté. 

Conclure de ce théorème que la somme des lignes droites qui 
joignent les sommets d'un triangle aux milieux des côtés opposés 
est moindre que le périmètre du triangle et plus grande que la 
moitié de ce périmètre. 

3. Si l'on prolonge les côtés BA, CA du triangle BAC au delà 
du sommet A, de quantités AB', AC qui leur soient respective- 
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ment égales, et qu'on tire la ligne droite B'C', 1° les milieux 
des lignes CB, B'C et le sommet A seront en ligne droite ; 2° le 
dernier de ces trois points divisera la distance des deux autres 
en parties égales. 

4. Si l'on prend sur l'un des côtés d'un angle quelconque 
ABC les longueurs BD, BE et sur l'autre côté les longueurs BD', 
BE', respectivement égales à BD, BE, et qu'on trace ensuite les 
lignes droites DE', ED', ces lignes se couperont sur la bissec- 
trice de l'angle ABC. — De là résulte un moyen de construire 
la bissectrice d'un angle. 
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CINQUIÈME LEÇON 

Programme : Propriétés du triangle isocèle. 



DÉFINITIONS. 

Un triangle isocèle est un triangle qui a deux côtés égaux. 

Un triangle équilatéral, ou équiangle est un triangle dont 
les trois côtés ou les trois angles sont égaux. 

La perpendiculaire abaissée d'un sommet d'un triangle sur 
le côté opposé se nomme hauteur du triangle ; ce côté prend 
alors, relativement à la hauteur, le nom de base. 

On choisit ordinairement pour la base d'un triangle iso- 
cèle celui des trois côtés qui n'est pas égal à l'un des deux 
autres. 

THÉORÈME I. 

Les angles opposés aux deux côtés égaux oTun triangle iso- 
cèle sont égaux. 

Soit ABC un triangle dont les côtés AB, AC sont égaux ; je 
dis que l'angle ACB opposé au côté AB égale l'an- 
*\ gle ABC opposé au côté AC. 
\ En effet, je joins le sommet A du triangle au 

\ milieu D de sa base BC par la ligne droite AD. 

\ Cette ligne divise le triangle ABC en deux triangles 

B G ABD, ACD, qui ont les trois côtés égaux chacun 

à chacun ; car le côté AD leur est commun, les côtés AB, AC 
sont égaux d'après l'hypothèse, et le côté BD égale CD, puisque 
le point D est le milieu de BC. Les triangles ABD, ACD sont donc 
égaux (4, VI), et l'angle ABD, opposé au côté Al) du triangle 
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ABD, est égal, à l'angle ACD, opposé au côté AD du triangle ACD. 

Corollaire L — De l'égalité des triangles ABD, ACD, on peut 
conclure aussi l'égalité des angles BAD, DAC, et celle des an- 
gles ADB, ADC, qui sontsupplémentaires (2, 1). Par conséquent, 
la ligne droite qui joint le sommet oTun triangle isocèle au mi- 
lieu de sa base divise V angle du sommet en deux parties égales, 
et est perpendiculaire à la base du triangle. 

Corollaire II. — Un triangle èquilatéral est équiangle. 

En effet, les angles de ce triangle sont égaux, puisqu'ils 
sont opposés à des côtés égaux. 

THÉORÈME II. 

Si un triangle a deux angles égaux, les côtés opposés à ces 
angles sont égaux aussi, et le triangle est isocèle. 

Soit ABC un triangle dont les angles ABC, ACB sont égaux ; je 
a dis que le côté AC, opposé à l'angle ABC, égale 

A le côté AB, opposé à l'angle ACB. 
/ \ Je construis sous le côté BG le triangle BCA' 

/ \ égal au triangle ABC, en faisant l'angle BCA' 
B £ — <—yc égal à l'angle CBA, et le côté CA' égal au côté 
\ / BA. Ces triangles sont effectivement égaux, puis- 
• \ / qu'ils ont un angle égal compris entre deux côtés 
V égaux chacun à chacun (4, IV) ; donc l'angle 
v CBA', opposé au côté CA', est égal à l'angle BCA, 

opposé au côté BA, et, par suite, égal à l'angle CBA. Cela posé, 
je plie la figure suivant la droite BC et je rabats le triangle A'BC 
sur le triangle ABC ; le côté BA' prend la direction de BA, à 
cause de l'égalité des angles CBA', CBA, et le côté CA' s'applique 
surCA, puisque les angles BCA', BCA sont aussi égaux d'après 
l'hypothèse. Par conséquent le sommet A' coïncide avec le som- 
met A, et le côté CA égale le côté CA' ou BA. 
. Corollaire. — Un triangle équiangle est èquilatéral. 

En effet, les côtés de ce triangle sont égaux, puisqu'ils sont 
opposés à des angles égaux. . 
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THÉORÈME III. 

Si un triangle a deux angles inégaux, le côté opposé au plus 
grand de ces angles est plus grand que le côté opposé à l'autre 
angle. 

Soit ABC un triangle dans lequel l'angle BAC est plus grand 
que l'angle BCA ; je dis que le côté CB, opposé à l'angle BAC, est 
plus grand que AB, opposé à l'angle BCA. 
a Je fais au point A, sur le côté AC, l'angle CAD 

f/\ tl & a l à l'angle BCA ; la ligne droite AD se trouve 
1/ \ dans l'angle BAC, qui est par hypothèse plus 

L- ^ grand que BCA. Soit D l'intersection de cette 

ligne et du côté BC ; le triangle DAC ayant deux 
anales égaux, les côtés AD, CD, opposés à ces angles, sont aussi 
égaux (II). Or le côté AB du triangle ABD est moindre que la 
somme AD + DB des deux autres ; donc AB est aussi moindre 
que CD + DB, ou que CB. 

* 

Corollaire. — Les deux théorèmes précédents démontrent 
que deux côtés d'un triangle ne sont égaux ou inégaux qu'au- 
tant que les angles opposés sont eux-mêmes égaux ou inégaux 
et que, dans le cas de l'inégalité, le plus grand côté et le plus 
grand angle sont toujours opposés l'un à l'autre. 

PROBLÈMES. 

1. Les perpendiculaires menées des sommets d'un triangle 
équilatéral sur les côtés opposés sont égales. 

2. Si, sur les côtés égaux d'un triangle isocèle, on prend des 
points également éloignés du sommet et qu'on les joigne par 
des lignes droites aux extrémités opposées de la base, ces li- 
gnes se couperont sur la droite qui va du sommet au milieu de 
la base. 

3. Les droites qui joignent les sommets d'un triangle isocèle 
aux milieux des côtés opposés se coupent au même point. 
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SIXIÈME LEÇON 

Programme : Propriétés de la perpendiculaire et des obliques menées d'un même 
point à une droite. — Cas d'égalité des triangles rectangles. 



DÉFINITIONS. 

Un triangle rectangle est un triangle qui a l'un de ses angles 
droit ; on appelle hypoténuse le côté opposé à cet angle. 

■ 

THÉORÈME I. 

D'un point 0, situé hors d'une ligne droite AB, on peut me- 
ner une perpendiculaire à cette ligne, et on ne peut en mener 
tjuune. 

i° Je fais tourner la partie supérieure du plan de la ligure sur 

la droite AB comme axe, jusqu'à ce qu'elle 
coïncide avec la partie inférieure ; soit alors 
0' la position du point 0. Je relève ensuite le 
plan, et je tire la ligne droite 00' ; cette ligne 
est perpendiculaire à AB qu'elle rencontre au 
point C. En effet, si je replie le plan sui- 
vant AB, la ligne droite CO prend la direction 
de CO', puisque le point 0 s'applique par hypothèse sur le 
point 0' ; donc les angles adjacents ACO, ACO' coïncident, et la 
ligne droite 00' est perpendiculaire à la ligne droite AB. 

2° Je dis que la droite OD, menée du point 0 à tout autre 
point D de la ligne AB, est oblique à cette ligne. Pour le dé- 
montrer, je tire la droite DO', et je plie la figure suivant AB. 
Le point 0 vient se placer sur le point 0', et la droite DO sur 

AM. î 
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■ 

DO' ; l'angle CDO égale par suite l'angle CDO'. Cela posé, comme 

on ne peut mener que la droite OCO' du point 
0 au point 0', la droite DO' n'est pas le pro- 
longement de OD. Par conséquent, la somme 
des deux angles adjacents CDO, CDO', dont les 
côtés non communs DO, DO' ne sont pas en 
ligne droite, n'est pas égale à deux angles 
droits (2, II) ; et l'angle CDO, moitié de cette 
somme, n'est pas droit. La ligne droite OD est donc oblique à la 
ligne droite AB. 

Remarque. — Lorsqu'une perpendiculaire et différentes obli- 
ques sont abaissées d'un point extérieur à une ligne droite sur 
cette ligne, on dit que deux obliques sont également ou inéga- 
lement éloignées du pied de la perpendiculaire, selon que leurs 
pieds sont à des distances égales ou inégales de celui de la per- 
pendiculaire. 

THÉORÈME II. 

Si tl un point pris hors d'une ligne droite on abaisse une per- 
pendiculaire et différentes obliques sur cette droite, 

1° La perpendiculaire sera plus courte que toute oblique ; 
2° Deux obliques également éloignées du pied de la perpen- 
diculaire seront égales ; 

3 W De deux obliques, inégalement distantes du pied de laper- 
pendiculaire, la plus éloignée sera la plus grande. 

1° J'abaisse du point A la perpendiculaire AD et l'oblique AC 

sur la ligne droite EF, et je dis que AD est 
moindre que AC. 
Car, si je prends sur le prolongement de 
F r AB la longueur BD égale à AB, et que je tire 
la ligne droite DC, les deux triangles ABC, 
o DBC ont un angle égal compris entre deux 

côtés égaux cbacun à chacun, savoir : les angles ABC, DBC, 
égaux parce qu'ils sont droits par hypothèse, le côté BC commun 
et les côtés AB, BD, égaux d'après la construction de la figure. 
Ces triangles sont donc égaux(3,lVj, et le côté AC égale le côté DC. 



\ 
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Or la ligne droite AD est moindre que la ligne brisée AC-f- CD ; 
donc la moitié de AD, c'est-à-dire la perpendiculaire AB, est 
moindre que la moitié de AC -f-CD ou que l'oblique AC. 

2° Je prends sur EF, de chaque côté de la perpendiculaire AB, 

les longueurs égales BC, BG ; je tire les obli- 
ques AC, AG, qui s'écartent également du 
pied de AB, et je dis que ces deux lignes 
sont égales. 
En effet, les deux triangles ABC, AB i 
ont un angle droit compris entre deux cotés égaux chacun à 
chacun; ils sont donc égaux (3, IV), et le coté AC opposé à 
l'angle droit ABC égale le côté AG opposé à l'angle droit ABG. 

3° Soit la distance BC plus grande que BG, je dis que l'obli- 
que AC est plus grandi? que AG. 

Pour le démontrer, je prends sur BC une longueur Bli égale 
a à BG, et je tire l'oblique AH qui esi 

égale à AG, puisque ces lignes s'écar- 
tent également du pied de la perpendi- 
culaire AB. Je prolonge ensuite AB 
d'une longueur BD qui lui soit égale, 
et je mène du point D les droites DC, 
DU. Les deux angles CBA, CBD étant 
droits par hypothèse, les triangles ABC, DBC sont égaux parce 
qu'ils ont un angle égal compris entre deux côtés égaux cha- 
cun à chacun (3, IV); par conséquent, le côté AC opposé à 
l'angle droit CBA est égal au côté DC opposé à l'angle droit CBD ; 
les deux droites AH, DH sont aussi égales pour une raison sem- 
blable. Or, le point II étant à l'intérieur du triangle ACD, 
la somme AH-j-DH de ses distances aux extrémités du côté 
AD est moindre que la somme AC+CD des deux autres côtés 
(3, II) ; donc l'oblique AH, moitié de ÀH-f-DH, est moindre que 
l'oblique AC, moitié de AC-f- CD. 

Corollaire I. — On mesure la distance d'un point à une ligne 
droite par la longueur de la perpendiculaire abaissée du point 
sur cette droite, parce qu'elle est la ligne la plus courte qu'on 
puisse mener de ce point à la droite donnée. 
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Corollaire II. — On ne peut mener (Tun point à une ligne 
droite que deux obliques égales. 

Corollaire III. — Les réciproques du théorème précédent 
sont des conséquences évidentes de ce théorème. 



THÉORÈME III. 

Si par le milieu C de la ligne droite AB on élève sur cette 
ligne la perpendiculaire DE, 1° tout point de DE sera également 
éloigné des extrémités de AB ; 2° tout point extérieur à DE sera 

inégalement distant des mêmes extrémités A 
d et B. 

y \ !• Je joins un point quelconque D de la 

a </_ — _ — \^ perpendiculaire DE aux extrémités de AB 

P ar l es lignes droites AD, BD. Le point C 
étant par hypothèse le milieu de AB, les obli- 
ques AD, BD s'écartent également de la per- 
pendiculaire DE; elles sont donc égales (H), et le point D se 
trouve à la même distance des deux points A, B. 

2° Je prends un point F extérieur à la perpendiculaire DE, 
cl je tire les lignes droites FA, FB ; les points A et F étant situés 
de différents côtés de DE, la ligne droite FA rencontre DE en un 
point E dont les distances aux points A et B sont égales. Or, on a 
dans le trianele BEF(3, 1): 

FB < FE + EB , 

ou 

FB < FE -f- EA ; 

donc le point F est moins éloigné du point B que du point A. 

Remarque. — Dans la géométrie plane, on appelle lieu géo- 
métrique d'un point une ligne, droite ou courbe, dont tous les 
points jouissent d'une même propriété. 

De là résulte ce nouvel énoncé du théorème précédent : Le 
lieu géométrique des points qui sont, chacun, également éloignés 
des deux points A, B est la perpendiculaire^ élevée au milieu 
de la droite AB. 
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THÉORÈME IV. 

Deux triangles rectangles sont égaux s'ils ont ^hypoténuse 
égale et un angle égal. 

Soient ABC, DEF deux triangles rectangles, et B, E leurs 
4 angles droits. Je suppose l'hypoténuse AC 

^gale à l'hypoténuse DF, l'angle C égal à l'an- 
\ gle F, et je dis que ces triangles sont égaux. 
• 1 — "c Je transporte le triangle DEF sur le triangle 
D r\^ ABC, et, pour appliquer l'hypoténuse DF sur 

AC qui lui est égale, je place le point F sur 

L /Yv le point C, le point D sur le point A. Le côté FE 

prend alors la direction de CB à cause de l'é- 
galité des deux angles C, F, et la ligne droite DE perpendiculaire 
à KF s'applique sur la ligne droite AB, perpendiculaire à BC, 
puisqu'on ne peut abaisser du point A qu'une seule perpendi- 
culaire sur la droite BC (I). Par conséquent, les triangles rec- 
tangles DEF, ABC, dont les côiés coïncident, sont égaux. 



THEOREME V. 



Deux triangles rectangles sont égaux s'ils ont thijpoténuse 
égale et un autre côté égal. 

Soient ABC, DEF deux triangles rectangles, et B, E leurs 

angles droits ; je suppose l'hypoténuse AC 
égale à DF, le côté AB égal à DE, et je dis que 
ces triangles sont égaux. 

Pour le démontrer, je transporte le triangle 
DEF sur le triangle ABC, et je fais coïncider les 
côtés égaux DE, AB, en plaçant le point E sur 
le point B, le point D sur le point A. Le côté 
EF prend alors la direction de BC à cause 
de l'égalité des angles droits E, B, et l'hypo- 
ténuse DF s'applique sur AC(II, c, 3), parce que ces deux lignes 
égales sont obliques à BC et situées du même côté de la perpen- 
diculaire AB. Les triangles DEF, ABC sont donc égaux, puisque 
leurs côtés coïncident. 
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PROBLÈMES. 

\. Les perpendiculaires menées des extrémités de la base 
d'un triangle isocèle sur les côtés opposés sont égales. 

2. Trouver sur une ligne droite un point tel que la somme ou 
la différence de ses distances à deux points donnés soit mini- 
mum, ou maximum. Démontrer que les lignes droites sur les- 
quelles on mesure ces distances sont également inclinées sur la 
ligne droite donnée. 

3. Les perpendiculaires élevées sur les cotés d'un triangle par 
les milieux de ces côtés se rencontrent au même point. 

4. La bissectrice d'un angle est le lieu géométrique des points 
également éloignés des côtés de cet angle. 

5. Les bissectrices des angles d'un triangle concourent au 
même point. 
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Programme : Droites parallèles. — Lorsque deux droites parallèles sont rencon- 
trées par une sécante, les quatre angles aigus qui en résultent sont égaux entre 
eux ainsi que les quatre angles obtus. — Dénominations attribuées à ces divers 
angles. — Réciproques. 



DÉFINITIONS. 

Deux lignes droites sont parallèles lorsque, situées dans un 
un même plan et prolongées indéfiniment, elles ne se rencon- 
trent pas. 

THÉORÈME I. 

Deux lignes droites AB, CD perpendiculaires à la même 
A c droite EF, sont parallèles. 

En effet, les lignes droites AB, CD ne 
peuvent se rencontrer, puisqu'on ne peut 

E B n F , . , , , 1 

mener d aucun point du plan deux perpen- 
diculaires sur la ligne droite EF f6, 1). 

THÉORÈME II. 

D'un point A situé hors dune ligne droite BÇ, on petit mener 

une parallèle à cette ligne, mais on ne 

K peut en mener qu'une. 

Je tire du point A la perpendiculaire AD 

B u c sur la ligne droite BC, et la perpendiculaire 

AE sur la ligne droite AD. Les lignes AE, BC sont parallèles, puis- 
que l'une et l'autre sont perpendiculaires à AD (I); on peut donc 



U GÉOMÉTRIE. 

mener par le point A une parallèle à la ligne droite BC; f ad- 
mettrai qu'on ne peut en mener qu'une seule. 

Corollaire. — Si deux lignes droites sont parallèles, toute 
ligne droite qui rencontre Vune rencontrera aussi Vautre. 

— 

THÉORÈME III- 

a 

Si deux lignes droites ÀB, CD sont parallèles, toute ligne 
droite EK perpendiculaire à l'une est ainsi perpendiculaire à 
Vautre. 

Je suppose la ligne droite EK perpendiculaire a ÀB, et je dis 

qu'elle est aussi perpendiculaire à CD. 

En effet, la perpendiculaire menée d'un 
point quelconque de CD sur la ligne droite 
EK est parallèle à AB (I); elle coïncide 
donc avec CD (11), qui est aussi parallèle à 
AB par hypothèse. Par conséquent, la ligne droite EK est perpen- 
diculaire à CD. 

Corollaire. — Deux lignes droites AB, 
DC parallèles à une troisième EF sont pa- 
rallèles entre elles. 

Car, si je tire la ligne droite GH perpen- 
diculaire à EF, cette ligne est aussi perpen- 
diculaire à chacune des lignes droites AB. 
CD, qui sont parallèles à EF; donc AB et CD sont parallèles (I). 

THÉORÈME IV. 

Lorsque deux lignes droites parallèles AB, CD sont rencon- 
trées par une sécante EF, les quatre angles aigus qui en résul- 

0 tent sont égaux entre eux, ainsi que les 
quatre angles obtus. 

Soient G et H les points où la ligne droite 
EF rencontre les parallèles AB, CD. Les 
angles aigus AGH, EGB, sont égaux, puis- 
qu'ils sont opposés par le sommet ; il en est 
de même des deux angles aigus GHD, CHF. Pour démontrer 
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l'égalité des quatre angles aigus formés par les lignes droites 

AB, CD, EF, il suffit donc de prouver que 
l'angle AGH égale GHD. J'abaisse, du milieu 
0 de la ligne droite GH, la perpendiculaire IK 
sur les deux parallèles AB, CD. Les triangles 
rectangles GKO, HIO sont égaux (6, IV), 
parce qu'ils ont les hypoténuses OG, OH 
égales, et les angles aigus GOK, IOH égaux comme opposés par 
le sommet; donc l'angle OGK est égal à l'angle OHI. 

11 résulte de l'égalité des quatre angles aigus que les quatre 
angles obtus sont égaux entre eux, car chaque angle obtus a 
pour supplément l'un des quatre angles aigus. 

Remarque. — Pour distinguer et énoncer plus facilement 
divers cas d'égalité auxquels conduit le théorème précédent, on 
a donné des noms particuliers aux huit angles formés par les 
parallèles AB, CD et la sécante EF. Voici les dénominations 
qui sont applicables aux angles que deux lignes droites quel- 
conques AB, CD font avec une troisième 
EF. 

Les quatre angles AGII, BGH, DHG, 
CHG, compris entre les deux lignes droites 
AB, CD, sont appelés pour cette raison 
angles internes. 

Au contraire, on nomme angles ex- 
ternes les quatre angles AGE, BGE, DI1F, CHF, qui ne sont pas 
situés entre les lignes droites AB, CD. 

Lorsqu'on considère deux angles internes qui ne sont pas 
adjacents, on les appelle alternes-internes ou internes du même 
côté, selon qu'ils sont placés des deux côtés de la sécante EF ou 
du même côté de cette ligne. Ainsi, les angles AGH, DHG sont 
alternes-internes, et les angles AGH, CHG sont internes du 
même côté. 

Pareillement, on appelle angles alternes-exterties ou externes 
du même côté, deux angles externes non adjacents, et situés des 
deux côtés de la sécante EF, ou du même côté de cette ligne. 
Ainsi, les angles AGE, DHF sont alternes-externes, tandis que 
les angles AGE, CHF sont externes du même côté. 
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On donne le nom d'angles internes-externes on correspon- 
dants à deux ongles, situés du même coté de la sécante, dont 
l'un est interne et l'autre externe sans être adjacents. Les angles 
BGE, DUE sont correspondants. 

De là résulte ce nouvel énoncé du théorème IV : 

Si deux lignes droites sont parallèles, elles feront avec une 
sécante quelconque: 

1° des angles al ternes- internes égaux; 

2° des angles alternes-externes égaux; 

.'1° des angles correspondants égaux ; 

4° des angles internes du même côté supplémentaires; 

o° des angles externes du même côté supplémentaires. 

Car deux angles alternes-internes, ou alternes-externes, ou 
correspondants, sont à la fois aigus .ou obtus, et, par consé- 
quent,' égaux entre eux. Mais, de deux angles internes ou exter- 
nes du même coté, l'un est aigu et l'autre obtus; ces angles sont 
donc supplémentaires. 

THftORÈME V. 

Réciproquement, deux lignes droites AB, CD sont parallèles 
lorsqu elles font avec une sécante MN : 
\° des angles alternes-internes égaux; 
±° des angles alternes-externes égaux; 
3° des angles correspondants égaux; 
4° des angles internes du même côté supplémentaires; 
5° des angles externes du même côté supplémentaires. 
Je suppose les angles alternes-internes AOP, DPO égaux, et 

je dis que les lignes droites AB, CD sont 
parallèles. 

En effet, la ligne droite AB et sa pa- 
7° 7 P N rallèle, menée par le point P où la sé- 
/ / cante MN rencontre CD, font avec MN 

/A /C 

des angles alternes-internes égaux (IV). 
Or l'un de ces angles est AOP, donc l'autre est l'angle DPO, puis- 
qu'ils ont par hypothèse la position de deux angles alternes- 
internes et qu'ils sont égaux. Par conséquent, la parallèle menée 
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<1u point P à la droite AB n'est autre que la ligne droite CI). 

Je démontrerais chacun des quatre autres cas par un raison- 
nement analogue. 

Corollaire. — Les propositions contraires * aux deux précé- 
dentes sont vraies. Elles comprennent ce théorème particulier: 
Deux lignes droites se rencontrent lorsqu'elles font avec une sé- 
cante deux angles internes du même coté, dont la somme est 
moindre que deux angles droits. Dans son célèbre Traité de 
géométrie, Euclide" demande qu'on admette ce théorème 
comme évident, et il en fait la base de sa théorie des lignes pa- 
rallèles; aussi ce théorème est connu sous le nom de postulatum 
d'Kuclide. Nous l'avons remplacé dans ces leçons par celui-ci: 
On ne peut mener d'un point donné qitune parallèle à une 
ligne droite (II). 

PROBLÈMES. 

1. Si la bissectrice d'un angle d'un triangle divise le côté op- 
posé en deux parties égales, ce triangle est isocèle. 

2. Si par le point de rencontre des bissectrices des angles d'un 
triangle on mène une parallèle à l'un des côtés, celte ligne droite 
sera égale à la somme des segments interceptés sur les deux 
autres côtés par les deux parallèles. 

3. Si par les sommets d'un triangle on mène des parallèles 
aux côtés opposés, ces lignes droites détermineront un second 
triangle égal au quadruple du premier. — Quel est le rapport 
des côtés parallèles? 

4. Les perpendiculaires abaissées des sommets d'un triangle 
sur les côtés opposés se rencontrent au même point. 

* Si, dans l'énoncé d'une proposition, on ajoute une négation à l'hypothèse et 
à la conséquence, on forme la proposition contraire. Par exemple, à la proposition 
suivante : a Deux angles droits sont égaux. » correspond la proposition con- 
traire : « Si deux angles ne sont pas droits, ils ne sont pas égaux. » laquelle est 
évidemment fausse. 

Géomètre grec qui vivait vers l'an 320 avant notre ère. 
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Programme : Angles dont les côtés sont parallèles et perpendiculaires. — Somme 
des angles d'un triangle et d'un polygone quelconque. 



DÉFINITIONS. 

On nomme polygone une portion de plan terminée par des 
lignes droites. Ces lignes sont les côtés du polygone, et leur en- 
semble forme le contour ou le périmètre de cette figure. 

Un polygone qui n'a que trois côtés est un triangle. Un po- 
lygone de quatre côtés se nomme quadrilatère ; celui de cinq 
côtés, pentagone; celui de six côtés, hexagone. 

Un polygone est convexe lorsqu'il est tout entier du même 
côté de chacune des lignes droites, prolongées indéGniment, 
qui le terminent. Dans le cas contraire, on dit qu'il est con- 
cave. 

On appelle diagonale d'un polygone la ligne droite qui joint 
deux sommets non consécutifs de ce polygone. 

THÉORÈME I. 

Deux angles qui ont leurs côtés parallèles chacun à chacun 
sont égaux, si les côtés parallèles sont dirigés deux à deux dans 
le même sens ou en sens contraire. Ils sont supplémentaires, 
lorsque deux côtés parallèles ont la même direction et les deux 
autres des directions contraires. 
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i° Soient les deux angles ABC, DEF dont les côtés BA, El) 
sont parallèles et dirigés dans le même sens, ainsi que les côtés 
ki . D BC et EF ; je dis que ces angles sont égaux . 
/ / Je prolonge le côté DE jusqu'au point G 

g / M l où il rencontre le côté BC. Les angles ABC, 
/ j DGC, sont égaux (7, IV) comme corres- 

5 M c pondants par rapport aux parallèles AB, 

DG et à la sécante BC* les angles DEF, 
DGC sont aussi égaux, comme correspondants par rapport aux 
parallèles BC, EF et à la sécante DG. Donc l'angle ABC est égal 
à l'angle DKF. 

2° Les angles ABC, GEH, qui ont les côtés parallèles et dirigés 
deux à deux en sens contraire, sont égaux. 

En effet, si je prolonge les côtés de l'angle GEH au delà du 
sommet E, l'angle ABC égale l'angle DEF, puisque leurs 
côtés sont parallèles et dirigés deux à deux dans le même sens ; 
donc il égale aussi l'angle GEH qui est opposé par le sommet à 
l'angle DEF. 

3° Les angles ABC, DEH, qui ont les côtés BA, ED parallèles 
et dirigés dans le même sens, et les côtés BC, EU parallèles, 
mais dirigés en sens contraire, sont supplémentaires. 

Je prolonge le côté EH au delà du sommet E ; l'angle DEF est 
égal à l'angle ABC, parce qu'ils ont leurs côtés parallèles et diri- 
gés deux à deux dans le même sens. Or l'angle DEH est le sup- 
plément de DEF; donc il est aussi le supplément de ABC. 



THÉORÈME 11. 



Deux angles gui ont leurs côtés perpendiculaires chacun à 

f chacun sont égaux s'ils sont à ta fois 
aigus ou obtus ; mais ils sont supplé- 
mentaires si Vun est obtus et Vautre 
aigu. 

i° Soient ABC, DEF, deux angles de 
même espèce, par exemple aigus, dont 
les côtés BA, ED sont perpendiculaires, ainsi que les côtés BC, 
EF ; je dis que ces angles sont égaux. 

/ 
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En effet, du sommet B de l'angle ABC je trace les lignes droites 
BH, BK, respectivement parallèles aux côtés EF, ED de l'angle. 

DEF et dans le même sens ; ces lignes 
font un angle HBK égal à DEF (I). Dr 
la ligne droite BH parallèle à EF est 
perpendiculaire à BC (7, III), et la ligne 
droite BK parallèle à ED est perpendi- 
culaire à BA; donc les angles HBK, 
ABC ont pour complément le même 
angle ABH, et sont dès lors égaux. L'angle DEF égale par suite 
l'angle ABC. 

2° Soient ABC et DEG deux angles, l'un obtus et l'autre aigu ; 
je suppose les côtés BA, BC du premier respectivement perpen- 
diculaires aux côtés ED, EG du second, et je dis que ces angles 
sont supplémentaires. 

En effet, si je prolonge le côté EG d'une longueur quelcon- 
que EF au delà du sommet E, l'angle DEF est égal à l'angle ABC ; 
car ils ont leurs côtés perpendiculaires chacun à chacun et sont 
de même espèce, puisque l'angle DEF, supplément de l'angle 
obtus DEG, est aigu. Par conséquent, les angles ABC, DEG sont 
supplémentaires. 



THÉORÈME III. 

La somme des angles d'un triangle quelconque est égale à 
deux angles droits. 

Soit le triangle ABC; je prolonge le côté AB et je mène par le 

sommet B la ligne droite BE parallèle 
au côté opposé AC. 
Les angles ACB, CBE sont égaux 
Ï» comme alternes-internes par rap- 
port aux parallèles AC, BE et à la sécante BC (7, IV); les 
angles CAB, EBD, sont aussi égaux comme correspondants par 
rapport aux mêmes parallèles et à la sécante AB. Donc la 
somme des trois angles ABC, ACB, CAB du triangle est égale 
à la somme des trois angles adjacents ABC, CBE, EBD formés 
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sur la ligne droite AD, c'est-à-dire qu'elle est égale à deux 
angles droits (2, 1). 

Corollaire I. — L'angle CBD que le coté BC fait avec le pro- 
longement BD du côté AB est extérieur au triangle. De là ré- 
sulte ce théorème: Un angle CBD, extérieur à un triangle ABC. 
est égal à la somme des angles intérieurs CAB, ACB, qui ne lui 
sont pas adjacents. 

Corollaire II. — Un triangle ne peut avoir qu'un seul angle 
droit ou obtus ; alors les deux autres angles sont aigus. — Les 
angles aigus d'un triangle rectangle sont complémentaires. 

Corollaire III. — Chaque angle d'un triangle équilatéral est 
égal aux deux tiers d'un angle droit. 

Corollaire IV. — Si deux angles d'un triangle sont respec- 
tivement égaux à deux angles d'un autre triangle, le troisième 
angle du premier triangle égale aussi le troisième angle du 
second. 

THÉORÈME IV. 

La somme des angles d'un polygone convexe égale autant 
de fois deux angles droits que le polygone a de côtés moins 
deux. 

Soit le polygone AJJCDEF ; par le sommet A je mène des 
diagonales à tous les autres sommets, excepté B et F qui sont 

déjà joints au point A par les côtés AB, AF. 
Je décompose ainsi le polygone en autant de 
triangles qu'il a de côtés moins deux; car 
chaque triangle n'a qu'un côté commun avec 
le polygone, à l'exception des deux triangles 
extrêmes ABC, AEF, qui en ont deux. Or la 
somme des angles d'un triangle égale deux angles droits (III) ; 
donc la somme des angles de tous les triangles dans lesquels le 
polygone est décomposé vaut autant de fois deux angles droits 
que le polygone a de côtés moins deux. Mais la somme des 
angles du polygone est la même que celle des angles de tous les 
triangles ; par conséquent elle égale autant de fois deux angles 
droits que le polygone a de côtés moins deux. 
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Corollaire I. — n étant le nombre des côtés du polygone, 
la somme de ses angles est égale àn — 2 fois 2 angles droits, ou 
à (2w — 4) angles droits. 

Corollaire II. — La somme des angles d'un quadrilatère est 
égale à quatre angles droits. Par suite, si tous les angles d'un 
quadrilatère sont égaux entre eux, chacun d'eux est droit. 

THÉORÈME V. 

La somme des angles qu'on fait à V extérieur d un polygone 
convexe, en prolongeant ses côtés dans le même sens, est égale 
à quatre angles droits. 
Chaque angle extérieur au polygone ABCDEF, tel que l'angle 

ABG, étant le supplément de l'angle in- 
térieur ABC qui lui est adjacent (2, I), 
la somme des angles extérieurs et inté- 
rieurs est égale à autant de fois deux 
angles droits que le polygone a de som- 
mets ou de côtés. Cette somme vaut 
dès lors In angles droits, n étant le 
nombre des côtés du polygone. Mais les 
angles intérieurs valent ensemble (2n — 4) angles droits (IV); 
donc la somme des angles extérieurs est égale à l'excès de 2n 
angles droits sur (2w — 4), c'est-à-dire égale à quatre angles 
droits. 

Corollairb. — Un polygone convexe n'a pas plus de trois 
angles intérieurs qui soient aigus, car il ne peut avoir plus de 
trois angles extérieurs obtus. 

PROBLÈMES. 

1. Les bissectrices des angles d'un quadrilatère forment un 
autre quadrilatère dont les angles opposés sont supplémen- 
taires. 

2. Si l'on prolonge les côtés opposés d'un quadrilatère jusqu'à 
ce qu'ils se rencontrent, les bissectrices des deux angles qu'ils 
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font se coupent sous un angle égal à la demi-somme de deux 
angles opposés du quadrilatère. 

Dans quel cas ces lissectrices sont-elles perpendiculaires? 

3. Les bissectrices de deux angles qui ont leurs côtés paral- 
lèles sont parallèles, ou perpendiculaires. — Il en est de même 
des bissectrices de deux angles dont les côtés sont perpendicu- 
laires. 

4. Dans tout quadrilatère convexe, 1° les bissectrices de 
deux angles consécutifs se coupent sous un angle égal à la 
demi-somme des deux autres angles; 2° les bissectrices de 
deux angles opposés forment un angle égal à la moitié de la 
différence des deux autres angles du quadrilatère. 
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Parallélogramme*. — Propriétés de leurs côtés, de leur* angles 
et de leurs diagonale*. 



nu 



DÉFINITIONS. 

Le parallélogramme est un quadrilatère dont les côtés op- 
posés sont parallèles. 

Le losange est un quadrilatère qui a tous ses 
côtés égaux. On démontrera dans cette leçon 
que le losange est un parallélogramme. 

Le rectangle est un parallélogramme dont 
tous les angles sont droits. 

Le carré est un rectangle dont tous les côtes 
sont égaux, ou un losange dont tous les angles 
sont droits. 




THÉORÈME ï. 

Les côtés opposés dun parallélogramme sont égaux; les 
angles opposés le sont aussi. 
Je tire la diagonale AC du parallélogramme ABCD; cette 

droite partage le parallélogramme en deux 
triangles ABC, ACD qui sont égaux (3, III), 
car le côté AC leur est commun ; les an- 
gles BAC, ACD sont égaux comme alternes- 
internes par rapport aux parallèles AB, CD et à la sécante AC 
(7, IV) ; les angles ACB, CAD sont aussi égaux comme alternes- 
Internes par rapport aux paraUèles BC, AD et à la même sé- 
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cante AC. Donc le côté AB opposé à l'angle ACB est égal au coté 
CD opposé à l'angle CAD, et le côté BC opposé à l'angle BAC, égal 
au côté AD opposé à l'angle ACD. 

De l'égalité des triangles ABC, ADC, il résulte aussi que l'angle 
ABC opposé au côté AC est égal à l'angle ADC opposé au même 
côté AC, et que les angles BAD, BCD sont égaux comme composés 
de deux angles égaux chacun à chacun. 

Corollaire [. — Les parallèles AB, CD, comprises entre deux 
lignes droites parallèles AD, BC, sont égales. 

Caries parallèles AB, CD sont deux côtés opposés du parallé- 
logramme ABCD. 

Corollaire II. — Deux parallèles AB, CD sont partout égale- 
ment distantes. 

En effet, de deux points quelconques E, F, de la droite AB, 

j'abaisse les perpendiculaires EG, FH, sur 
CD ; ces lignes sont parallèles (7, 1) et égales, 
puisqu'elles sont comprises entre les paral- 
lèles AB, CD. Donc les points E et F de la 
ligne droite AB sont égalements distants de sa parallèle CD. 
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THÉORÈME II. 

Un quadrilatère dont les côtés ou les angles opposés sont 
égaux est un parallélogramme. 

1° Soit le quadrilatère ABCD, dont le côté AB est égal à DCet 

le côté BC égal à AD ; je dis que les côtés op- 
posés de ce quadrilatère sont parallèles. 

La diagonale AC divise la figure ABCD en 
deux triangles égaux, parce qu'ils ont les trois 
côtés égaux chacun à chacun (4, VI) ; l'angle BAC opposé au 
côté BC égale par suite l'angle ACD opposé au côté AD. Or ces 
deux angles sont alternes-internes par rapport aux deux lignes 
droites AB, CD et à la sécante AC ; donc AB est parallèle à 
CD (7, V) ; je prouverais pareillement que BC est parallèle à AD. 

2° Le quadrilatère ABCD dont les angles opposés sont égaux 
est aussi un parallélogramme. 
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En effet, par suite de l'hypothèse, la somme des deux angles 
consécutifs DAB, ABC est égale à la moitié de la somme des 
quatre angles du quadrilatère, c'est-à-dire à deux angles droits 
(9, IV). Or ces angles sont internes par rapport aux deux lignes 
AD, BC, et situés du même côté de la sécante AC ; donc le côté 
AD est parallèle à BC (7, V). De même, le côté AB est paral- 
lèle à DC. 

Corollaire. — Le losange est un parallélogramme, puisque ses 
côtés opposés sont égaux. 

THÉORÈME III. 

Tout quadrilatère quia deux côtés opposés égaux et parallèles 
est un parallélogramme. 
Soit le quadrilatère ABCD dont le côté AB est égal et parallèle 

à DC. Je tire la diagonale AC ; cette ligne 
divise le quadrilatère en deux triangles ABC, 
ADC, qui sont égaux (3, IV), car le côté AC 
leur est commun, le côté AB est égal à DC par 
hypothèse, et les angles BAC, AC1) sont égaux comme alternes- 
internes par rapport aux parallèles AB, CD et à la sécante AC. 
L'angle DAC opposé au côté DC égale donc l'angle ACB opposé 
au côté AB. Mais ces angles sont alternes-internes par rap- 
' port aux lignes droites AD, BC et à la sécante AC ; par consé- 
quent AD est parallèle à BC (7, V), et le quadrilatère ABCD est 
un parallélogramme. 

THÉORÈME IV. 

Les diagonales d'un parallélogramme se divisent mutuelle- 
ment en deux parties égales. 
Soit E le point d'intersection des diagonales AC, BD du paral- 
lélogramme ABCD; les triangles ABE, CDE 
sont égaux, car le côté AB est égal à CD qui 
lui est opposé dans le parallélogramme (II), 
l'angle ABE est égal à CDE, parce qu'ils sont 
alternes-internes par rapport aux parallèles AB, Cl) et à la sé- 
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cante BD, et l'angle BAE égal à DCE, pour une raison sem- 
blable. Par conséquent le côté AE, opposé à l'angle ABE, est 
< ; gal au côté CE opposé à l'angle CDE. De même, le côté BE est 
< ; gal au côté DE. 

Corollaire I. — Les diagonales d'un rectangle ABCD sont 
a B égales. 

r ^x^] Car les trian g ,es ADC, BCD qui ont un angle 
^__^J droit compris entre deux côtés égaux chacun à 
c chacun sont égaux (3, IV) ; et la diagonale ÀC 
opposée à l'angle droit ADC est égale à la diagonale BD op- 
posée à l'angle droit BCD. 

Corollaire II. — Les diagonales d'un losange 
ABCD sont perpendiculaires l'une à P autre. 

En effet, la diagonale BD dont les deux points B, D 
\ y sont également distants des extrémités de la diago- 
v / Jiiile AC est perpendiculaire à cette ligne (6, 111), et la 
d divise en deux parties égales. 

Corollaire III. — Les diagonales d'un carré sont égales et 
perpendiculaires Vune à Vautre. 

Car le carré est à la fois un rectangle et un losange. 



THÉORÈME V. 

Deux parallélogrammes so?it égaux lorsqu'ils ont un angle 
égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun. 

Soient ABCD, A 'B C D', deux parallélogrammes ayant l'angle 
A égal à l'angle A', et les côtés AB, AI) respectivement égaux 
aux côtés A B', A I)'; je dis que ces quadrilatères sont égaux. 

d c » ç 

A | A' B' 

.■ 

En effet, j'applique le parallélogramme ABCD sur le parallé- 
logramme A B CD' de manière que leurs côtés AB, A TV coïnci- 
dent. Comme les angles A et A' sont égaux, le côté AD se place 
sur le côté A'D' et le point D sur le point D'. Le côté DC, parallèle 
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à AB, prend la direction du côté D'C, parallèle à À'B'. Pour une 
raison semblable, le côté BC prend la direction de B'C; le 
point C se confond dès lors avec le point C, et les deux paral- 
lélogrammes coïncident. 

Corollaire. — Deux rectangles sont égaux lorsqu'ils ont 
deux côtés adjacents égaux chacun à chacun. 

PRORLÈMES. 

1. Le parallélogramme que I on forme en menant, par les 
extrémités de chaque diagonale d'un quadrilatère, des paral- 
lèles à l'autre diagonale, est équivalent au double de ce qua- 
drilatère. 

Déduire de ce théorème que deux quadrilatères sont équi- 
valents, si leurs diagonales sont égales chacune à chacune et 
également inclinées l'une sur l'autre. 

2. Toute ligne droite qui passe par le point d'intersection 
des diagonales d'un parallélogramme est divisée par ce point 
en deux parties égales, et cette ligne divise à son tour le paral- 
lélogramme en deux parties égales. — Pour cette raison, on 
donne au point d'intersection des diagonales le nom de ventre 
du parallélogramme. 

3. Les diagonales de deux parallélogrammes inscrits l'un 
dans l autre, c'est-à-dire tels que les sommets de l'un soient 
sur les côtés de l'autre, passent par un même point. 

4. La somme des perpendiculaires tracées d'un point quel- 
conque de la base d'un triangle isocèle sur les deux autres côtés 
est constante. — La différence des perpendiculaires menées 
d'un point quelconque des prolongements de la base sur les 
deux autres côtés est constante. 

5. La somme des perpendiculaires menées d'un point pris à 
l'intérieur d'un triangle équilatéral sur les trois côtés est 
constante. 

Comment faut-il modifier l'énoncé pour un point extérieur au 
triangle? 

6. Démontrer, 1° qu'on peut inscrire dans un rectangle des 
parallélogrammes dont les côtés soient respectivement paral- 
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lèles aux diagonales du rectangle ; 2° que le périmètre de cha- 
cun de ces parallélogrammes est égal à la somme des diagonales 
du rectangle. 

7. Étant donnés un rectangle et un point situé à l'intérieur 
de ce quadrilatère : si on regarde le point donné comme une 
bille infiniment petite et le périmètre du rectangle comme 
une ligne matérielle parfaitement élastique, de manière que, 
quand la bille va le frapper, elle se relève toujours en faisant 
l'angle d'incidence égal à l'angle de réflexion; trouver suivant 
quelle direction il faut lancer cette bille pour qu'elle revienne 
au point de départ, après avoir touché les quatre côtés du rec- 
tangle. — Quelle est la longueur du chemin parcouru par la 
bille? . 
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ONZIÈME LEÇON 

Programme : De la circonférence du cercle. — Dépendance mutuelle des arcs 

et des cordes. 



DÉFINITIONS. 

La circonférence est une ligne plane dont tons les points sont 
également éloignés d'un môme point, situé dans son plan et 
nommé centre. 

Le cercle est la portion de plan limitée par la circonférence. 
On appelle rayon toute ligne droite tirée du centre à la cir- 
conférence. Les rayons d'une circonférence sont égaux. On dé- 
signe ordinairement une circonférence par l'un de ses rayons. 

Un arc de cercle est une portion quelconque 
A ^^\ B de la circonférence ; il a pour corde ou sous- 
/\ s\ ien dante la droite qui joint ses extrémités. Ainsi 
[ £ I la droite AB est la corde de l are A.MB du cercle 
V J CA. Une corde appartient à deux arcs dont la 
réunion forme la circonférence; on ne considère, 
en général, que le plus petit de ces arcs. 

On donne le nom de diamètre à toute corde qui passe par 
le centre. Tous les diamètres sont égaux, puisque chacun d'eux 
est le double du rayon. 

THÉORÈME 1. 

Une ligne droite ne peut rencontrer la circonférence d'un 
cercle en plus de deux points. 

Car on ne peut mener du centre de la circonférence à la 
droite donnée que deux obliques égales au rayon (6, II). 

Corollaire. — La circonférence est une ligne courbe. 
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THEOREME II. 

l a Le diamètre est la plus grande corde du cercle; 
2" // divise en deux parties égales la circonférence et le cercle. 
1° Soit AB une corde qui ne passe pas par le centre Cdu 
v< cercle CA ; je tire les rayons CA, CB et le dia- 
y\ inèlre AD. Le coté AB du triangle ABC est 
Z — 4d inoindre que la somme des deux autres côtés 
CA, CB (3, II), c'est-à-dire moindre que ledia- 

e mètre AD. 
2° le superpose les deux parties ABD, AED du cercle, en fai- 
sant tourner la première autour du diamètre AD; l'arc ABD 
coïncide alors avec l'arc AED, puisque leurs points sont égale- 
ment éloignés du centre C. Le diamètre AD divise par suite la 
circonférence et le cercle en deux parties égales. 




THEOREME 111. 

Dans le même cercle ou dans des cycles égaux les arcs égaux 
ont des cordes égales. Réciproquement, deux arcs sont égaux 
s'ils ont des cordes égales, et qu'ils soient l'un et l'autre moin- 
dres ou plus grands quune demi-circonférence. 

Soient le cercle CA égal au cercle OF, et l'arc AEB égal à 

l'are FGH; je dis que les cordes AB, 
FH de ces arcs sont égales. 

Je superpose les deux cercles en 
plaçant le centre C de l'un sur le 
centre 0 de l'autre, et le point A 
sur le point F. Alors les deux cir- 
conférences coïncident et le point B s'applique sur le point H, 
puisque les arcs AEB, FGII sont égaux par hypothèse. Les cor- 
des AB, FH ont donc les mêmes extrémités et sont égales. 
' Réciproquement. Soient les arcs AEB, FGH, moindres qu'une 
demi-circonférence et sous-tendus par des cordes égales AB, 
FIT ; je dis qu'ils sont égaux. 

En effet, les rayons CA, CB, OF et OH, menés aux extrémités 
des cordes égales AB, FH, déterminent deux triangles CAB, 
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OKIÏ, qui ont les trois côtés égaux chacun à chacun; par consé- 
quent, l'angle CAB opposé au côté 
CB égale l'angle OFII opposé au 
côté OH. Cela posé, j'applique le 
centre 0 du cercle OF sur le centre 
C du cercle CA, et le point F sur, 
le point A ; alors les circonférences 
coïncident, et la corde FH prend la direction de AB, à cause 
de l'égalité des angles OFH, CAB. Le point H se trouve par suite 
sur le point B, et l'arc FGH égale l'arc AEB. 





THÉORÈME IV. 

Dans le même cercle ou dans des cercles égaux, si deux arcs 
sont inégaux et moindres qu'une demi-circonférence, le plus 
grand est sous-tendu par la plus grande corde, et récipro- 
quement. 

Soient le cercle CA égal au cercle OL, et l'arc AB plus grand 
que l'arc LM, mais moindre qu'une demi-circon- 
férence; je dis que la corde AB est plus grande 
que la corde LM. 

Je prends sur l'arc AB une partie AD qui soit 
égale à l'arc LM, et je mène la ligne droite AD ; 
h les arcs AD, LM étant égaux, leurs cordes AD, 

®LM sont égales (III). Je vais démontrer que la 
corde AB est plus grande que la corde AD ; pour 
cela, je tire les rayons qui aboutissent aux extré- 
mités des cordes AB, AD. L'arc AD étant moin- 
dre que AB, le rayon CD se trouve dans l'angle ACB qui est 
dès lors plus grand que l'angle ACD ; les deux triangles ACB, ACD 
ont donc un angle inégal compris entre deux côtés égaux chacun 
à chacun, et le côté AB opposé à l'angle ACB est plus grand que 
le côté AD opposé à l'angle ACD (3, Y). 

Réciproquement. Dans le même cercle ou dans des cercles 
égaux, deux arcs moindres qiïune demi-circonférence sont 
inégaux si leurs cordes sont inégales, et celui qui a la plus 
grande corde est le plus grand. 
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Cette réciproque est évidente ; car il résulte des deux théo- 
rèmes précédents que deux cordes d'un même cercle ne sont 
égales ou inégales, qu autant que les arcs moindres qu'une 
demi-circonférence quel les sous- tendent, sont eux-mêmes égaux 
ou inégaux. 

Remarque. — La corde d'un arc plus grand qu'une demi- 
circonférence diminue lorsque cet arc croît; aussi, le théo- 
rème précédent et sa réciproque ne sont vrais dans toutes leur* 
parties que si les arcs considérés sont moindres qu'une demi- 
circonférence. 

PROBLÈMES. 

\. La plus grande et la plus petite de toutes les lignes droites 
qu'on peut mener d'un point à une circonférence passent par le 
centre. 

2. Une ligne droite et un point étant donnés, décrire avec un 
rayon donné une circonférence dont le centre soit situé sur la 
droite, de telle sorte que la somme des distances maximum et 
minimum du point à cette circonférence égale une longueur 
donnée. 

3. Si deux arcs AB,CI) d'une même circonférence sont 
égaux, leurs cordes ÀB, CD, et les droites AC, BD, qui joignent 
en croix les extrémités de ces arcs, se coupent sur le même dia- 
mètre. 



DOUZIÈME LEÇON 

Pro<;kammk : Le rayon perpendiculaire à une corde divise cette corde et l'arc 
sous-tendu, chacun en deux parties égales. 



THÉORÈME I. 

Le rayon CD, perpendiculaire à une corde AB, divise en deux 
parties égales cette corde et Varc ADB qu'elle sous-tend. 

4e plie le cercle CD suivant le diamètre DCE, et j'applique le 
de mi-cercle DAE sur le demi-cercle DBE ; Tare DAE coïncide 
y avec Tare DBE, et la ligne droite FA prend la di- 
/'"T"\ rection de FB, à cause de l'égalité des angles 
/ \ droits CFA, CFB. Le point d'intersection A de 

' J Tare DAE et de la droite FA s'applique dès lors 

A V. sur le point d'intersection B de Tare DBE et de 
u la droite FB ; par suite, la ligne droite FA égale 
la ligne droite FB, et Tare DA égale l are DB. Le point F est donc 
le milieu de la corde AB, et le point D le milieu de l'arc ADB. 

Corollaire L — Le centre d'un cercle, le milieu d'une corde 
et le milieu de l'arc que cette corde sous-tend, sont situés sur 
une même ligne droite perpendiculaire à la corde. 

Comme une ligne droite est déterminée par deux points , ou 
par un seul point, à la condition qu'elle sera perpendiculaire à 
une ligne droite donnée, ce corollaire donne lieu aux six énoncés 
suivants : 

i° Le rayon perpendiculaire à une corde divise en deux par- 
ties égales cette corde et l'arc quelle sous-tend. 

2° La perpendiculaire y élevée par le milieu dune corde sur 
cette ligne elle-même, passe par le centre du cercle et le milieu 
de l'arc sous-tendu par la corde. 
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3° La perpendiculaire, abaissée du milieu d'un arc sur sa 
corde, passe par le centre du cercle et le milieu de la corde. 

4° Le rayon, mené par le milieu d'une corde, lui est perpen- 
diculaire et divise en deux parties égales F arc que cette corde 
sous-tend. 

5° Le rayon, passant par le milieu d'un arc, divise la corde 
de cet arc en deux parties égales et lui est perpendiculaire. 

6° La ligne droite, tracée par les milieux a" un arc et de sa 
corde, passe par le centre du cercle et est perpendiculaire à la 
corde. 

Corollaire II. — Le lieu géométrique des milieux des cordes 
d'un cercle, parallèles à une ligne droite donnée, est le diamètre 
perpendiculaire à cette ligne. 

THÉORÈME IL 

Trois points A,B,C qui ne sont pas en ligne droite détermi- 
nent une circonférence. 
Je tire les lignes droites ÀB, BC ; puis j'élève, par les milieux 

D, E de ces lignes, la perpendiculaire DF sur 
v ^ /g ÀB, et la perpendiculaire EG sur BC. Les 
F lignes droites DF, EG se rencontrent ; car elles 

/ ne peuvent être parallèles, puisque les per- 

A D B pendiculaires BÀ, BC, abaissées du même 
point B sur ces droites, ne coïncident pas d'après l'hypothèse 
(7, 111). 

Soit H l'intersection de ces deux lignes ; ce point, situé sur la 
ligne droite DF perpendiculaire au milieu de AB, est également 
distant des points A et B ; il est aussi à la même distance des 
deux points B et C, puisqu'il se trouve sur la ligne droite EG per- 
pendiculaire au milieu de BC ; il est donc également éloigné des 
trois points A, B, C. De plus, c'est le seul point qui jouisse de 
cette propriété; car tout autre est extérieur au moins à l'une des 
lignes droites DF, EG et, par suite, inégalement éloigné des 
points A, B, C. 

La circonférence décrite du point H comme centre avec le 
rayon AH passe donc par les trois points A, B, C ; et c'est la seule, 
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puisqu'il n'y a que le point H qui soit également distant des 
trois points A, B, C. 

Corollaire. — Deux circonférences qui ont trois points com- 
muns coïncident. 

PROBLÈMES. 

1. Décrire, avec un rayon donné, une circonférence qui passe 
par deux points donnés. 

2. Tracer, par un point donné, une circonférence qui passe à 
la môme distance de trois points donnés non en ligne droite. 

3. Décrire, avec un rayon donné, une circonférence qui 
passe à la même distance de trois points donnés non en ligne 
droite. 

i. Étant donnés sur une carte quatre points dont trois ne sont 
pas en ligne droite, tracer sur cette carte une route circulaire 
qui passe à égale distance de chacun de ces points. (Concours d s 
troisième, 1853.) 

o. Décrire, avec un rayon donné, une circonférence qui in- 
tercepte sur deux lignes droites des cordes dont la longueur si it 
donnée. 

6. Une ligne droite, mobile dans un plan, peut être amem'c 
d une quelconque de ses positions à une autre, par une rotatic n 
autour d'un point du plan, pourvu que ces deux positions i e 
soient pas parallèles et de même sens. 

7. Un triangle, et en général une figure plane quelconque, 
mobiles dans un plan, peuvent être amenés d'une quelconque de 
leurs positions à une autre par une rotation autour d'un point du 
plan, pourvu que dans ces deux positions les côtés égaux ne 
soient pas parallèles et de môme sens. 

8. Si l'on divise la corde d'u--arc de cercle en trois p( rties 
égales, les rayons qui passent par les points de division ne par- 
tagent pas l'arc en trois parties égales. 
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Programme : Dépendance mutuelle des longueurs des cordes et de leurs distances 
aux centres. — Condition pour qu'une droite soit tangente à une circonférence. 
— Arcs interceptés par des cordes parallèles. 



DÉFINITIONS. 

On donne le nom de sécante à toute ligne droite qui a deux 
points communs avec une circonférence. 

Une ligne droite est tangente à une circonférence lorsqu'elle 
n'a qu'un point commun avec cette courbe. Ce point est appelé 
point de contact. 

THÉORÈME I. 

Dans le même cercle ou dans des cercles égaux : 1° deux cok- 
des égales sont également éloignées du centre ; 2° de deux cordes 
inégales y la plus grande est la plus rapprochée du centre. 
1 0 Soient ÀB et CD deux cordes égales de la circonférence OB ; 

je dis qu'elles sont également éloignées du 
centre 0. 

J'abaisse du centre la perpendiculaire OH 
D sur la corde AB et la perpendiculaire OK sur 
la corde CD, puis je tire les rayons OB, OD. 
Les triangles rectangles OBH, ODK ont l'hy- 
poténuse égale et un côté de l'angle droit égal 
chacun à chacun ; car les hypoténuses OB, OD sont deux rayons 
de la circonférence, et les côtés BH, DK sont respectivement 
(12, 1) les moitiés des cordes égales AB, CD. Ces triangles sont 
donc égaux, et la perpendiculaire 011 qui mesure la distance du 
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centre à la corde AB égale la perpendiculaire OK qui mesure 
aussi la distance du Centre à l'autre corde CD. 
2° Soit la corde BG plus grande que la corde CD, je dis qu'elle 

est plus près du centre 0 que CD. 

Sur l'arc BAG, qui est par hypothèse plus 
grand que l'arc CD, je prends une longueur 
BA égale à CD et je tire la ligne droite BA. 
Les cordes BA, CD sont égales et, par 
suite, également éloignées du centre; la 
question est donc ramenée à démontrer que 
la corde BG est plus près du centre que la corde BA. 

Cela posé, j'abaisse du centre la perpendiculaire OF sur la 
corde BG et la perpendiculaire OH sur la corde BA; le milieu II 
de la corde BA et le centre 0 étant situés des deux cotés de la 
corde BG, la droite OH coupe BG en un point I. Or la droite OF 
perpendiculaire à BG est plus courte que l'oblique 01, et, à for- 
tiori, plus courte que 01 -f- TH ou que OH ; donc la corde BG est 
plus près du centre que la corde BA. 

Corollaire. — Les réciproques des deux parties du théorème 
précédent sont évidemment vraies ; car il résulte de ce théo- 
rème que les distances du centre d un cercle à deux cordes ne 
sont égales ou inégales qu'autant que les cordes elles-mêmes 
sont égales ou inégales. 



THÉORÈME IL 



La perpendiculaire menée à l'extrémité d'un rayon est tan- 
gente à la circonférence. 

Réciproquement, toute ligne droite tangente à une circonfé- 
rence est perpendiculaire au rayon du point de contact. 

1° J'élève à l'extrémité A du rayon CA la 
perpendiculaire BD sur cette ligne droite, et 
je dis qu'elle est tangente à la circonférence 
CA. 

En effet, la distance CE du centre C à un 
point quelconque E de la ligne droite BD, 
autre que le point A. est plus grande que le rayon CA perpen- 
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diculaire à BD (6, II). Donc le point E est extérieur à la circon- 
férence CA, et la ligne BD n'a que le point A commun avec cette 
circonférence. 

Réciproquement, si la ligne droite BD touche la circonférence 

CA au point A, elle est perpendiculaire au 
rayon CA. 

Car tout point E de la ligne droite BE, autre 
que le point A, étant par hypothèse extérieur 
à la circonférence CA, le rayon CA est la ligne 
la plus courte qu'on puisse mener du centre 
à la tangente BD ; il est donc perpendiculaire à cette ligne 
droite (6, II). 

Corollaire I. — Par un point d'une circonférence, on ne peut 
mener qu'une tangente à cette courbe. 

Corollaire H. — La tangente est parallèle aux cordes que le 
diamètre, mené au point de contact, divise en deux parties 
égales (12, 1). 

THÉORÈME III. 

Deux lignes droites parallèles interceptent sur une circonfé- 
rence des arcs égaux. 

Les deux parallèles peuvent être à la fois sécantes, ou tan- 
gentes, ou bien être Tune sécante et l'autre tangente. Je vais 
examiner successivement ces trois cas. 

1° Si les deux parallèles sont les sécantes BC, DE, le dia- 
mètre AH qui leur est perpendiculaire 
divise en deux parties égales (12, 1) cha- 
cun des arcs BAC, DAE, sous-tendus par 
ces droites. L'arc AB est donc égal à l'arc 
AC, et l'arc AD égal à l'arc AE ; la diffé- 
rence des arcs AD, AB, est dès lors égale 
à la différence des arcs AE, AC, c'est-à-dire que les arcs Bh, 
CE, interceptés par les sécantes parallèles BC, DE, sont égaux. 

2° Si l'une des parallèles est la sécante BC et l'autre la tan- 
gente FG, le rayon mené au point de contact A est perpendicu- 
laire à la tangente et, par suite, à sa parallèle BC (7, III); 

A M. 4 
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donc il divise l'are BAC en deux parties égales AB, AC (12, 1). 

3° Lorsque les deux parallèles FG, KL sont tangentes, le 
diamètre perpendiculaire à ces deux lignes droites passe par 
leurs points de contact A et H (II, c) ; donc Tare ABH est égal à 
l'arc ÀCH. 

PROBLÈMES. 

1 . Quel est le lieu géométrique des milieux des cordes d'une 
eireonférence, égales à une droite donnée ? 

2. Tracer, par un point donné, une circonférence qui touche 
une ligne droite en un point donné. 

3. Tracer, par deux points donnés, une circonférence qui 
touche une parallèle à la droite menée par les points donnés. 

4. Décrire une circonférence qui intercepte des cordes de 
longueur donnée sur deux lignes droites parallèles. 

5. Les lignes droites qui joignent les extrémités de deux 
cordes parallèles se coupent sur le diamètre perpendiculaire h 
ces cordes. 

6. Soit A le centre d'un cercle ; si on prolonge le rayon AB 
d une quantité BC égale à AB, qu'on abaisse ensuite du point 
C la perpendiculaire CD sur une tangente quelconque au cercle, 
et que l'on tire la ligne droite qui joint le pied D de cette per- 
pendiculaire à l'extrémité B du rayon AB, l'angle ABD exté- 
rieur au triangle BCD est constamment égal au triple de l'angle 
intérieur BDC. 
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Programme : Conditions du contact et de l'interaction de deux cercles. 



DÉFINITIONS. 

Doux circonférences sont tangentes en un point qui leur est 
commun, lorsqu'elles ont la môme tangente en ce point. 

THÉORÈME L 

Si deux circonférences se coupent, la ligne droite gui joint 
leurs centres est perpendiculaire à la corde commune et la di- 
vise en deux parties égales. 

Soient les deux circonférences AE, CE, 
qui se coupent aux deux points E et F ; 
chacun de leurs centres À, C étant égale- 
ment éloigné des deux points E, F, la ligne 
droite ÀC est perpendiculaire à la corde 
commune EF et la divise en deux parties égales (6, III). 

Corollairk. — Si le point E coïncide avec le point B où la 
circonférence AB coupe la ligne droite AC, le point F se con- 
fond aussi avec le point B, puisque la droite AC est perpendi- 
culaire au milieu de EF. Alors les deux circonférences n'ont 

plus qu'un point commun B, et la droite EF 
est tangente à l'une et à l'autre. Donc, 
1° lorsque deux circonférences AB, CB, 
n'ont quun point commun B, il est situé 
sur la ligne droite AC gui joint leurs cen- 
tres; 2° ces circonférences ont la même tangente en ce point, 
c'est-à-dire quelles sont tangentes. 

Lorsque deux circonférences sont tracées sur le même plan, 
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elles ont deux points communs, ou un seul, ou bien elles 
n'en ont pas. Dans les deux derniers cas, l'une des circonfé- 
rences peut être extérieure ou intérieure à l'autre ; par suite, 
ces lignes n'ont, l'une par rapport à l'autre, que cinq posi- 
tions différentes auxquelles correspondent les cinq théorèmes 
suivants. 

THÉORÈME H. 

Si deux circonférences CA, OB, qui ri ont aucun point com- 
mun sont extérieures l'une à P autre, la distance de leurs centres 

CO est plus grande que la somme de leurs 
rayons CA, OB. 

La ligne droite CO qui joint les centres 
coupe l'une des circonférences au point A 
et l'autre au point B ; elle est donc égale 
à la somme des rayons CA, OB, augmentée de la çlistance des 
deux points A, B, de sorte que l'on a CO > CA + OB. 

THÉORÈME III. 

Si deux circonférences CA, OA se touchent extérieurement, 
la distance de leurs centres C, 0, est égale à la somme de leurs 
rayons CA, OA. 

Le point de contact A des deux circonfé- 
rences est situé (I) sur la ligne droite qui 
joint les centres C, 0, et compris entre ces 
deux points, puisque les circonférences sont 
extérieures l'une à l'autre ; par conséquent la distance CO des 
deux centres est égale à la somme des rayons CA, OA. 

THÉORÈME IV. 

Lorsque deux circonférences CA, OA se coupent, la distance 
de leurs centres C, 0 est plus petite que la somme des rayons 
CA, OA, et plus grande que leur différence. 

Soit A l'un des points d'intersection des deux circonférences ; 
ce point étant extérieur à la ligne droite qui joint les centres C 
et 0 (I), les rayons CA, OA font avec la ligne droite CO un triangle 
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dans lequel le côté CO est à la fois moindre que la somme des 

deux autres côtés CA, OA, et plus grand 
que leur différence. 

Remarque. — Lorsque deux arcs de 
cercle se coupent en un point A, on dit 
qu'ils font un angle en ce point, et Ton 
mesure cet angle par celui que forment les tangentes menées à 
ces arcs par le sommet A dans le sens des arcs mêmes. — De là 
résultent les théorèmes suivants qu'il est facile de démontrer. 

1° Les circonférences CA, OA se coupent au point A, sous les 
mêmes a?igles que leurs rayons CA, OA prolongés indéfiniment. 

2° Les circonférences CA, OA se coupent, aux deux points A 
et B, sous les mêmes angles. 

THÉORÈME V. 

Lorsque deux circonférences CA, OA se touchent intérieure- 
ment, la distance de leurs centres C, 0 est égale à la différence 
de leurs rayons CA, OA. 

Le point de contact A des deux circonférences 
est situé (1) sur la ligne droite qui passe par les 
centres C, 0, et du même côté de ces deux points, 
puisque Tune des circonférences est à l'intérieur 
de l'autre ; donc la distance CO des deux centres 
est égale à la différence des rayons CA, OA. 

THÉORÈME VI. 

Si deux circonférences CA, OB, qui nont aucun point com- 
mun sont intérieures l'une à l'autre, la distance 
de leurs centres C et 0 est moindre que la diffê- 
) 4 rence de leurs rayons CA, OB. 

Je prolonge la ligne droite CO qui joint les 
centres au delà du centre 0 de la circonférence 
intérieure. Cette ligne rencontrant les deux circonférences aux 
points B et A, la distance CO est égale à la différence des rayons 
CA, OB, diminuée de la distance des deux points A et B; on a 
donc CO < CA — OB. 
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G 

Corollaire. — Les réciproques des cinq théorèmes précé- 
dents sont vraies et évidentes. En effet, pour chacune des cinq 
positions que deux circonférences peuvent avoir l'une par rap- 
port à l'autre, leurs rayons et la distance de leurs centres ont 
entre eux une relation différente ; par conséquent, l'une de ces 
cinq relations étant donnée, on peut en conclure la position 
correspondant»» des deux circonférences. 

PROBLÈMES. 

1. Lorsque deux circonférences n'ont aucun point commun, 
la plus petite et la plus grande des lignes droites qu'on peut 
meuer d'une circonférence à l'autre passent par les centres de 
ces circonférences. 

2. Si, par l'un des points d'intersection de deux circonlé- 
rences, on mène une parallèle à la ligne droite qui joint leurs 
centres, la somme des cordes interceptées sur cette parallèle est 
égale au double de la distance des centres. — Lorsqu'on fait 
tourner la sécante autour du point d'intersection des circonfé- 
rences, comment varie la somme des cordes interceptées? 

3. Quel est le lieu géométrique des centres des circonférences 
qui, décrites avec le même rayon, coupent sous un angle donné 
une circonférence donnée? 

4. Quel est le lieu géométrique des centres des circonférences 
qui, décrites avec le même rayon, divisent en deux parties 
égales une circonférence donnée? 

5. Décrire une circonférence qui passe par un point donné 
et touche une circonférence donnée en un point donné. 

6. Décrire une circonférence qui passe par deux points don- 
nés et coupe une circonférence donnée, de manière que la corde 
commune soit parallèle à une corde donnée. 

7. Décrire avec un rayon donné une circonférence qui passe 
par un point donné et dont la plus courte distance à une cir- 
conférence donnée soit d'une longueur connue. 

8. Des sommets d'un triangle comme centres décrire trois 
circonférences telles que chacune touche les deux autres. 
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Programme : Mesure des angles. — Si des sommets de deux angles on décrit deux 
arcs de cercle d'un même rayon, le rapport des angles sera égal à celui des arcs 
compris entre leurs côtés. — Angles inscrits. — Évaluation des angles en de- 
grés, minutes et seconde?. 



DÉFINITIONS. 

1 . * Mesurer une grandeur, c'est chercher combien elle con- 
tient d'unités de son espèce et de parties de l'unité. 

Lorsqu'une grandeur est contenue un nombre exact de fois 
dans deux grandeurs de son espèce, on dit qu'elle est leur 
commune mesure. 

Deux grandeurs de même espèce sont commensurables ou 
incommensurables entre elles, selon qu'elles ont une commune 
mesure ou qu'elles n'en ont pas. 

2. Le rapport de deux grandeurs de même espèce est le nom- 
bre qui exprimerait la mesure de la première si on prenait la 
seconde pour unité. 

Si deux grandeurs de même espèce À et B sont commensu- 
rables entre elles, leur rapport est un nomtoe entier ou frac- 
tionnaire qu'on obtient en divisant l'un par l'autre les deux 
nombres qui expriment combien défais ces grandeurs contien- 
nent leur commune mesure M. Soit, par exemple, À = 25M <'î 

• Ces notions d'arithmétique doivent être rappelées au commencement de cette 
leçon, pour bien préciser le sens des théorèmes qu'on va démontrer. 
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B = 8M ; la commune mesure M est alors g de B ; par suite , 
25 

A égale les ^ de B, et le rapport de A à B est le nombre frae- 

. 25 
tionnaire -g- • 

Réciproquement, lorsque le rapport de deux grandeurs A et B 
est un nombre entier ou fractionnaire , ces grandeurs sont 
commensurables entre elles. En effet, si le rapport de A à B est 
30 

égal à -y-, le septième de B est contenu 30 fois dans A, et les 

grandeurs A, B ont une commune mesure égale au septième deB. 

Lorsque deux grandeurs A et B sont incommensurables entre 
elles, il est impossible de mesurer la première en prenant la se- 
conde B pour unité; mais on peut trouver une grandeur A' qui 
soit commensurable avec B et qui diffère de A aussi peu qu'on le 
veut. En effet, si Ton divise B en un nombre très-grand, par 
exemple en un million de parties égales, et qu'on prenne pour 
A' le plus grand multiple de cette fraction de B contenu dans A, 
la grandeur de A' ne différera pas de A d'un millionième de B. 
Dans les applications numériques, on remplace A par A', et, 
lorsqu'on parle du rapport de A à B, il faut entendre celui de 
A' à B. Aussi, pour démontrer que le rapport de deux gran- 
deurs de même espèce A et B égale celui de deux autres gran- 
deurs de même espèce C et D, le programme prescrit de ne 
considérer que des valeurs de ces grandeurs qui soient commen- 
surables entre elles. 

3. On appelle angle au centre un angle dont le sommet est 
situé au centre d'un cercle. 

Un angle est inscrit dans un cercle, lorsqu'il est lormé par 
deux cordes qui se coupent sur la circonférence de ce cercle. 

Un secteur est la portion d'un cercle comprise entre deux 
rayons. — Un segment de cercle est la portion d'un cercle com- 
pris entre un arc et sa corde. 

Un polygone est inscrit dans un cercle, lorsque ses sommets 
sont situés sur la circonférence. Réciproquement, on dit que le 
cercle est circonscrit au polygone. 
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THÉORÈME L 

Dans le même cercle ou dans des cercles égaux, deux angles 
au centre égaux interceptent des arcs égaux, et réciproquement. 




Soient deux cercles égaux CA, C'A'; je dis que les arcs AR, 
A'R', interceptés pïir les deux angles au centre égaux ARC,A'R'C, 
sont aussi égaux. 

En effet, je superppse les deux cercles en plaçant le centre C 
sur le centre C et le point A' sur le point A ; le rayon C'A' coïn- 
cide alors avec le rayon CA, et la circonférence C'A' avec la cir- 
conférence CA. Mais, l'angle A'CB' étant égal par hypothèse à % 
l'angle ACR, le rayon C'R' s'applique sur CR; donc l'arc A'R' 
coïncide avec l'arc ÀR et lui est égal. 

Réciproquement, si les arcs AR, A'R' sont égaux, les angles au 
centre ACR, A'CR' qui les interceptent sont aussi égaux. 

Car, en superposant les cercles C'A', CA, de manière que les 
rayons C'A', C A, coïncident, l'arc A'R' s'applique sur l'arc AR qui 
lui est égal ; par suite, le rayon C'R' prend la direction du rayon 
CA, et les angles au centre A'CR', ACR, dont les côtés coïnci- 
dent, sont égaux. 

Corollaire. — Si du sommet (Ttm angle droit ACR comme 
centre on décrit une circonférence quelconque 
CA, l'arc AR intercepté par cet angle est égal au 
A quart de la circonférence. 

En effet, les quatre angles au centre, formés 
par les droites CA, CR prolongées au delà du 
point C, sont égaux, puisqu'ils sont droits ; ils 
partagent donc la circonférence en quatre arcs égaux. 

Remarque . — On désigne parfois le quart de la circonférence 
sous le nom de quadrans. 
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® 



THÉORÈME II. 

• 

Dans le même cercle ou dans des cercles égaux, le rapport de 
deux angles au centre est égal à celui des arcs quils interceptent. 

Soient ACB, A'CB', deux angles dont les sommets sont situés 
aux centres G et C de deux cercles égaux CA, et C'A' ; je suppose 
les arcs AB, AT*', qu'ils interceptent, commensurables entre 
eux (déf. 2), et je dis que leur rapport égale celui des angles 
ACB, A'CB'. 

En effet, soit AD une commune mesure des arcs AB, A'B' ; je 
la suppose contenue 3 fois dans Tare AB et 5 fois dans 
_i b Tare A'B', de sorte que le rapport de AB à A'B' 
3 

égale g. Cela posé, je mène les rayons CD, CE 

aux points de division de l'arc AB et les rayons 
CD', CE', etc., aux points de division de l'arc 
A'B': les arcs AD, DE, etc., et À'D', D'E', etc., 
étant égaux, les angles au centre ACD, DCE, etc., 
et A'C'D', D'CE', etc., qui interceptent ces arcs, 
sont aussi égaux (I) ; donc l'angle ACD est con- 
tenu dans les angles ACB, A'CB' autant de fois 
que l'arc AD dans les arcs AB, A'B', c'est-à-dire 3 fois dans 

ACB, et 5 fois dans A'CB'. Le rapport des deux angles ACB, 

3 

A'CB' égale par suite g, ou le rapport des deux arcs AB, A'B'. 

Corollaire. — On démontre de même que le rapport des deux 
secteurs ACB, A'CB' est égal à celuide leurs arcs AB, A'B'. 

THÉORÈME III. 

Tout angle a la même mesure que Parc quil intercepte sur 
une circonférence , décrite de son sommet comme centre avec un 
rayon quelconque, si F on prend pour unité l'angle au centre 
qui intercepte sur cette circonférence lare choisi pour unité de 
longueur. 
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Soit à mesurer l'angle ACB, en prenant pour unité un angle 

quelconque BCD ; du sommet C comme centre, 
avec un rayon arbitraire CA, je décris une 
circonférence de cercle sur laquelle les angles 
au centre ACB, BCD interceptent les arcs AB, 
BD, et je prends l are BD intercepté par l'unité 
d'angle pour l'unité de longueur des arcs de la 
circonférence CA. La mesure de l'angle ACB est exprimée par le 

rapport , et celle de Tare AB par le rapport ^ ; or? ces 

deux rapports sont égaux, puisque les angles au centre ACB, BCD 
sont entre eux comme les arcs AB, BD qu'ils interceptent (II) ; 
par conséquent, la mesure de l'angle au centre ACB est la même 
que celle de l'arc AB compris entre ses côtés. 

Remarque I. — Au lieu de dire : Cet angle a la même mesure 
que tel arc, on se sert, ordinairement de la locution inexacte, 
mais plus courte : Cet angle a pour mesure tel arc. 

Remarque II. — On prend ordinairement le quart de la cir- 
conférence pour Vunité de longueur des arcs; l angle droit est 
alors Vunité a" angle (I, c). 

Pour exprimer plus simplement les arcs en nombres, on a di- 
visé leur unité, c'est-à-dire le quart de la circonférence, en 
90 parties égales appelées degrés; dès lors la circonférence en- 
tière en contient 4 fois 90, ou 360. 

Chaque degré a été divisé en 60 parties égales qu'on appelle 
minutes; on a divisé aussi chaque minute en 60 parties égales 
nommées secondes. Par conséquent, le quart de la circonférence 
contient 5,400 minutes, ou 324,000 secondes. 

On indique les degrés par la lettre (°) qu'on écrit à la droit*» 
et au-dessus du nombre qui les représente. Les minutes sont dé- 
signées par un accent aigu ('), les secondes par deux ("). Ainsi, 
le nombre 25° 15' 12" exprime 25 degrés, 15 minutes et 12 se- 
condes. 

* On appelle angle de 28° 7' 30 ' un angle qui intercepterait sur 
une circonférence un arc de 28° T 30", si l'on plaçait son som- 
met au centre de cette circonférence. Pour évaluer le rapport de 
cet angle à l'angle droit, on divise le nombre de secondes conte- 
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nues dans l are de 28° 7' 30" par le nombre de secondes dont est 
composé le quart de la circonférence, ou Tare de 90° et Ton 

101250 5 

trouve que l'angle proposé est égal aux 324000' 0U aUX Î6 ^ e 

l'angle droit. 

THÉORÈME 1Y. 

Tout angle inscrit dans un cercle a pour mesure la moitié de 
l % arc compris entre ses côtés. 

Le centre du cercle peut être sur» l'un des côtés de l'angle, ou 
à l'intérieur de l'angle, ou bien à l'extérieur. 

1 . Soit ABC un angle inscrit dans le cercle OB, et tel que son 
côté BC passe par le centre 0 ; je tire le rayon OA. Les côtés 
OA, OB du triangle OAB étant égaux comme rayons du cercle 

OB, les angles ABC, BAO, opposés à ces côtés, 
sont égaux (0, I), et l'angle AOC extérieur au 
triangle est égal à leur somme (9, III); l'angle 
inscrit ABC est par suite la moitié de l'angle au 
centre AOC. Or cet angle au centré a pour 
mesure l'arc AC compris entre ses côtés (III) ; 
donc l'angle inscrit ABC a pour mesure la moitié du même arc 
AC qui est aussi compris entre ses côtés. 

2. Si le centre est à l'intérieur de l'angle BAC, je tire le dia- 
mètre AK. L'angle BAC égale la somme des angles inscrits BAK, 

CAK dont le côté commun AK passe par le 
centre ; il a dès lors pour mesure la somme de 
leurs mesures. Or, le premier BAK est mesuré 
par la moitié de l'arc BK, et le second CAK par 
la moitié de l'arc CK; l'angle inscrit BAC a donc 
pour mesure la moitié de la somme des deux 
arcs BK, CK, c'est-à-dire la moitié de l'arc BC compris entre ses 
côtés. 

3. Je suppose le centre à l'extérieur de l'an- 
gle BAC, et je tire le diamètre AK. L'angle BAC 
égale la différence des angles inscrits CAK^ 
BAK dont le côté commun AK passe par le cen- 
tre ; il a dès lors pour mesure la différence de 
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leurs mesures. Or, le premier CAR est mesuré par la moitié de 
l'arc CK, et le second BAK par la moitié de l'arc BK ; l'angle 
inscrit BAC a donc pour mesure la moitié de la différence des 
deux arcs CK, BK, c'est-à-dire la moitié de l'arc BG compris 
entre ses côtés. 

Corollaire L — Les angles ACB, ADB, etc., inscrits dans le 

même segment de cercle, sont égaux, puis- 
qu'ils ont pour mesure la moitié du même are 
AB compris entre leurs côtés. 

Lorsque le segment est un demi-cercle, les 
angles inscrits sont droits, car ils ont pour 
mesure un quart de circonférence. Si le segment est plus grand 
ou moindre qu'un demi-cercle, les angles inscrits sont aigus ou 
obtus, puisque leur mesure est moindre ou plus grande que le 
quart de la circonférence. 

On dit qu'un segment de cercle est capable dun angle 
lorsque les angles inscrits dans ce segment sont égaux à cet 
angle. 

Corollaire IL — L'angle CAB formé par une tangente AC et 
une corde AB, issue du point de contact A de la tangente, a pour 

mesure la moitié de l'arc AB compris entre 
ses côtés. 

Car, si je mène la corde BD parallèle à la 
tangente, l'angle CAB est égal à l'angle inscrit 
ABD (7, V), qui a pour mesure la moitié de 
Tare AD compris entre ses côtés. Or, les arcs 
AD, AB, interceptés par les parallèles CA, BD, sont égaux 
(13, III) ; donc l'angle CAB a la même mesure que la moitié de 
Tare AB compris entre ses côtés. 

Corollaire III. — Les angles opposés d'un quadrilatère con- 
vexe ABCD, inscrits dans un cercle, sont sup- 
plémentaires. 

L'angle inscrit ABC a pour mesure la moitié 
de l'arc ADC compris entre ses côtés, et l'angle 
inscrit ADC, qui est opposé à l'angle ABC, a 
D pour mesure la moitié de l'arc ABC. La somme 
des deux angles ABC, ADC, a donc pour mesure la moitié de la 
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somme des arcs ADC, ABC, c'est-à-dire la moitié de la cir 
lérence; dès lors ces deux angles sont supplémentaires. 




THÉORÈME V. 

Tout tf;?^/e ABC, formé par deux sécantes qui se rencontrent 
à f intérieur du cercle, a pour mesure la moitié 
de la somme des arcs AC, DE compris entre ses 
côtés et leurs prolongements. 

Je tire la corde CD ; l'angle ABC, extérieur au 
triangle CBD, est égal à la somme des deux angles 
intérieurs ADC, BCD (9, III). Or ces deux derniers angles sont 
inscrits dans le cercle ACD et mesurés respectivement par les 
moitiés des arcs AC, DE compris entre leurs côtés (IV) ; donc 
l'angle ABC a pour mesure la moitié de la somme des deux arcs 
AC, DE. 

THÉORÈME VI. 

* 

Tout angle ABC, formé par deux sécantes qui se rencontrent 
hors du cercle , a pour mesure la moitié de la différence des arcs 
AC, DE compris entre ses côtés. 

Je tire la corde DC ; l'angle ADC, extérieur au 
triangte DBC, est égal à la somme des angles inté- 
rieurs ABC, BCD (9, III) ; l'angle ABC est par 
suite égal à la différence des angles ADC, BCD. 
or ces deux derniers angles sont inscrits dans le 
cercle ACD, et mesurés respectivement par les 
moitiés des arcs AC, DE, compris entre leurs 
«otés (IV); donc l'angle ABC a pour mesure la moitié de la diffé- 
rence des deux arcs AC, DE. 

Remarque. — On démontrerait de même que l'angle formé 
par une tangente et une sécante, ou par deux tangentes, a 
pour mesure la demi-différence des deux arcs compris entre 
ses côtés. 

PROBLÈMES. 

1. Quel est le lieu géométrique du sommet d'un angle qui se 
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meut dans soir plan de manière que ses côtés passent par deux 
points donnés? 

2. Si les angles opposés d'un quadrilatère convexe sont sup- 
plémentaires, les quatre sommets sont situés sur la même cir- 
conférence, c'est-à-dire que le quadrilatère est inscriptible. 

3. Si un polygone convexe, inscrit dans un cerjcle, a un nom- 
bre pair de côtés, la somme de ses angles de rang pair égale la 
somme des angles de rang impair. — La réciproque n'est vraie 
que pour le quadrilatère. 

4. Quel est le lieu géométrique des milieux des cordes inter- 
ceptées par une circonférence sur toutes les sécantes qu'on peut 
mener'par un point donné ? 

5. Si, d'un point de la circonférence circonscrite à un trian- 
gle, on abaisse des perpendiculaires sur ses côtés, les pieds de 
ces perpendiculaires sont en ligne droite. 

6. Les pieds des perpendiculaires menées des'sommets d'un 
triangle sur les côtés opposés sont les sommets d'un second 
triangle, dont les angles ont pour bissectrices les hauteurs du 
premier. 

7. Si l'on trace quatre circonférences telles que chacune 
passe par deux sommets consécutifs d'un quadrilatère inscrit, 
ces courbes se coupent en quatre points, autres que les sommets 
du quadrilatère. Démontrer que ces quatre points appartiennent 
à une même circonférence. 

8. Lorsque les côtés d'un angle coupent deux circonférences, 
les cordes des arcs qu'ils interceptent sur l'une de ces courbes, 
étant indéfiniment prolongées, font un quadrilatère inscriptible 
avec les cordes des arcs interceptés sur l'autre. 

9. Si l'on tire une sécante par l'un des points d'intersection de 
deux circonférences, elle coupe ces circonférences en deux au- 
tres points dont les tangentes iont un angle constant. 

10. Si trois points A, B, C divisent une circonférence en trois 
parties égales, la distance d'un point quelconque M de l'arc AB 
au point G est égale à la somme des distances du même point M 
aux deux points A et B. 
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SEIZIÈME LEÇON 

Programme : Problèmes. — Usage de la règle et du compas dans les constructions 
sur le papier. — Vérification de la règle. — Problèmes élémentaires sur la 
construction des angles et des triangles. 



DÉFINITIONS. 

1. Pour tirer une ligne droite sur le papier, on se sert d'un 
instrument qu'on appelle règle. La règle est une barre de bois 
ou de métal dont les faces sont planes et les bords droits. 

Lorsqu'on veut tracer la ligne droite déterminée par deux 
points donnés sur un plan, on place une règle sur ce plan de 
manière que l'un de ses bords passe par les deux points donnés; 
puis on fait glisser d'un point à l'autre, et le long de ce bord, la 
pointe d'un crayon ou le bec d une plume trempée dans l'encre. 




D c 



Pour s'assurer que le bord AB d'une règle ABCD est droite, 
on tire une droite MN sur le papier en faisant glisser la point»' 
d'un crayon le long de AB, et l'on cherche ensuite à faire coïn- 
cider avec cette ligne droite le môme bord AB, en plaçant tou- 
tefois à gauche l'extrémité B de la règle qui était d'abord à 
droite, et réciproquement; on reconnaît que cette coïncidence a 
lieu, c'est-à-dire que le bord AB est droit, lorsqu'en traçant une 
seconde ligne droite le long du bord AB on trouve que cette 
ligne droite se confond avec la première. La règle est bien dres- 
sée si chacun de ses bords satisfait à cette condition. 

2. Lé compas est un instrument avec lequel on décrit une cir- 
conférence sùr un plan. Il est composé de deux tiges métalliques, 
appelées vulgairement les branches du compas; ces branches 
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sont terminées en pointe à Tune de leurs. extrémités, et jointes 
à l'autre extrémité par une charnière qui permet 
d'ouvrir plus ou moins le compas, c'est-à-dire d'a- 
grandir ou de diminuer l'angle qu'elles forment. 

Pour décrire une circonférence dont le centre 
et le rayon sont donnés, on ouvre le compas de telle 
sorte que la distance de ses pointes soit égale au 
rayon ; on place ensuite l'une des pojntes au centre 
du cercle, et l'on fait tourner l'autre autour du 
centre en l'appuyant sur le papier. La branche mo- 
bile est terminée par un crayon ou une plume qui 
décrit la circonférence. 

< 

PROBLÈME I. 

Faire sur la ligne droite MN un angle qui ait le 
point N pour sommet, et soit égal à un angle donné ABC. 

Du sommet B de l'angle ABC comme centre, je décris avec 
un rayon quelconque l'arc ac entre les côtés de cet angle ; du 






N m m B 

point N comme centre, et avec le même rayon Ba, je décris 
ensuite un arc indéfini pm jusqu'à la rencontre de la ligne 
droite MN, et, à partir de leur intersection m, je prends avec un 
compas une portion mP de l'arc mp égale à l'arc ac; je tire 
ensuke la ligne droite NP. 

L'angle MNP est égal à l'angle ABC ; car ils sont mesurés par 

les arcs égaux mP et ac (15, III). 

PROBLÈME U. 

Deux angles A et B dun triangle 
étant donnés, construire le troisième. 

Je fais sur la ligne droite indéfinie MN 
l'angle MOPégal à A et l'angle NOQ égal 
à B. Les trois angles MOP, POU, NOy, qui sont adjacents et 

AU. 5 
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placés du même coté de la ligne droite MN, valent ensemble deux 
angles droits (2, I) ; donc l'angle POQ, supplément de la somme 
des deux angles A et B, est égal au troisième angle du triangle 
proposé. 

PROBLÈME III. 

Étant donnés deux angles A, B d'un triangle et un côté C, 
construire le triangle. 
Si les deux angles donnés A et B sont adjacents au coté donne 

C, je prends sur une ligne droite indéfinie 
une longueur DE égale à C; puis je fais au 
point D l'angle EDF égal à A, et au point E 
l'angle DEF égal à B. Les côtés de ces deux 
angles se rencontrent au point F et forment 
avec DE un triangle qui n'est autre que le 
triangle demandé ; car ces deux triangles 
B ont un côté égal adjacent à deux angles 
égaux chacun à chacun (3, III). 

Lorsque les deux angles A et B ne sont pas adjacents au côté 
donné C, on ramène la question au cas précédent, en détermi- 
nant le troisième angle du triangle (II). 

Remarque. — Le problème n'est possible qu'autant que la 
somme des deux angles donnés est moindre que deux angles 
droits. 

PROBLÈME IV. 

* 

Étant donnés deux côtés A et B «f un triangle et V angle C. 
qu'ils forment, construire le triangle. 
Je fais sur la ligne droite indéfinie DE l'angle EDF égal à l'an- 
gle donné C, et je prends sur ses côtés 
les longueurs DE, DF respectivement 
égales aux lignes données A, B ; puis je 
lire la ligne droite EF. Le triangle EDF 
n'est autre que le triangle demandé ; 
car ces deux triangles ont un angle égal 
compris entre deux côtés égaux chacun à chacun (3, IV). 
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PROBLÈME V. 

Deux côtés A, B dun triangle, et î angle C opposé au côté A 
étant donnés i construire le triangle. 

Je fais un angle GDF égal à l'angle donné C, je prends sur le 
côté DCi une longueur DE égale au côté B, et je décris du point 

E comme centre, avec un rayon égal au 
côté A, un arc de cercle jusqu'à la ren- 
contre de la droite DF. Si le côté A est 
plus grand que B, Tare de cercle coupe 
la droite DF en deux points II et F, si- 
tués de part et d'autre du sommet D 
de l'angle GDF, puisque la droite ED 
est plus petite que le rayon A. Des deux triangles DEF, DE H 
qu'on forme en tirant les droites EF, EH, le premier satisfait , 
seul à toutes les conditions de la question ; car il a l'angle et les 
deux côtés donnés, tandis que l'angle EDH du second n'est que 
le. supplément de l'angle C. Le problème n'a donc qu'une solu- 
tion, lorsque le côté A est plus grand que B. 

Je suppose en second lieu le côté A égal au côté B, le triangle 

n'est alors possible qu'autant que l'angle C 
est aigu, puisque l'angle opposé au côté B 
doit être égal à C (5, II). Dans cette hypo- 
thèse, l'arc de cercle, décrit du point E 

»^ ^ r comme centre, avec le rayon A, passe par le 

point D, puisque ED est égale à A, et le triangle isocèle EDF est 
la seule solution de la question. 

Enfin, si le côté A est plus petit que le côté B, il faut encore 
que l'angle C soit aigu, puisque l'angle opposé au côté B doit 

être plus grand que C (5, III). L'arc de cercle, 
décrit du point E comme centre avec le rayon 
A, coupe la droite DF en deux points F et H, 
situés du même côté du sommet D de l'angle 
GDF, ou il est tangent à cette droite, ou bien il 
ne la rencontre pas, selon que le rayon A, moindre que ED par 
hypothèse, est plus grand que la perpendiculaire EK abaissée du 
point E sur DF, ou égal à cette perpendiculaire, ou plus petit. 
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Dans le premier cas, le problème a doux solutions qui sont les 
deux triangles EDF, El) H ; dans le second cas, il n'en a plus 
qu'une, c'est le triangle rectangle EDK. Enfin, il est impossible 
dans le troisième cas. 

PROBLÈME VI. 

Construire un triangle dont les trois côtés A, B, C, sont 
donnés. 

Je prends sur une ligne droite indéfinie la longueur DE égale 
au côté A ; du point D comme centre je décris un arc de cercle 

avec un rayon égal au côté B ; je décris 
b' < ensuite, du point E comme centre, avec un 

rayon égal au côté C, un autre arc de cercle 
jusqu'à la rencontre du premier, et je joins 
leur intersection F aux points D, E, par les 
lignes droites DF, EF. La figure DEF n'est 
autre que le triangle demandé, car ces deux triangles ont les 
trois côtés égaux chacun à chacun (3, VI). 

Iiemarque. — Le triangle cherché n'est possible que si les 
arcs décrits des points D et E comme centres, avec les rayons B 
et C, se coupent. Donc la distance de leurs centres, c'est-à-dire 
la ligne droite A, doit être moindre que la somme des deux 
rayons B, C, et plus grande que leur différence (14, IV). 

PROBLÈMES. 

1. Construire un triangle dont on commit un angle, l'un des 
côtés adjacents et la longueur de la ligne droite qui joint le 
milieu de ce côté au sommet opposé. 

2. Construire un triangle dans lequel on donne deux côtés el 

la longueur de la ligne droite qui joint le milieu de l'un d'entre ; 
eux au sommet opposé. 

3. Construire un triangle dont on connaît un côté, l'un des 
angles adjacents et la longueur de sa bissectrice. 

4. Construire un triangle, étant donnés un angle, l'un des côtés 
adjacents et la somme ou la différence des deux autres côtés. 

5. Construire un triangle dans lequel on donne un angle, le 
côté opposé et la somme ou la différence des deux autres côtés. 
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Programme : Tracé des perpendiculaires et des parallèles. — Abréviation des 
constructions au moyen de I'équerre et du rapporteur. — Vérification de l'c- 
querre. 



PROBLEME I. 



Mener, d'un point donné A, utie perpendiculaire sur une 
/if/ne droite donnée W.. 

Le point A peut être donné sur la ligne droite BC ou hors 

de cette ligne, mais la perpendiculaire se 
construit de la même manière dans les 
deux cas. 

En effet, je détermine sur la ligne droite 
BC deux points B et C également distants 
du point A, en décrivant de ce point 
comme centre un arc de cercle qui coupe 
la ligne BC. De ces deux points B, C comme 
centres, et avec un même rayon que je 
prends plus grand que la moitié de la dis- 
tance BC, je décris ensuite deux arcs de 
cercle qui se coupent au point I) (14, IV), 
et je tire la ligne droite AD. 
Cette ligne est perpendiculaire à la ligne droite BC, puisqu'elle 
a deux points A, D, également distants des extrémités de BC 
(6, III) ; c'est donc la perpendiculaire demandée. 

PROBLÈME 11. 

Mener t d'un point donné 0, une parallèle à une ligne droite 
donnée MN. 

l re solution. Du point donné 0 je tire une ligne droite OB 



- 


i) 


V. 


Y G 
A. 

/ 







Digitized by VjOOQle 



70 



GÉOMÉTRIE. 




qui coupe la ligne droite donnée MN en un point quelconque A, 

et je fais sur OB l'angle AGP égal à 
l'angle NAO. La droite UP est paral- 
lèle à MN, car ces deux lignes font 
avec la sécante OA deux angles alter- 
B " nes-internes égaux AOP, NAO (7, V). 
2" solution. Je mène successive- 
ment par le point 0 la perpendiculaire 
OC sur MN, et la perpendiculaire OP 
sur OC. La ligne droite OP est parallèle à MN, puisque ces deux 
lignes sont perpendiculaires à la même droite OC (7, 1). 

On abrège beaucoup les constructions des deux problèmes 
qui précèdent, en faisant usage des instruments nommés équerre 
e! rapporteur : 

1° V équerre est une petite planche de bois 
qui a la forme d'un triangle rectangle ; pour 
qu'elle soit plus aisée à manier, on y prati- 
que une ouverture circulaire qu'on appelle 
Yœil de l'équerre. 

Lorsqu'on veut vérifier une équerre, c'est-à-dire reconnaître 
si le plus grand de ses angles est droit, on décrit un demi-cercle 
ADBavec un rayon arbitraire CA, et l'on inscrit un angle droit 

ADB, en joignant un point quelconque D de 
la circonférence aux extrémités du diamètre 
AB par les cordes DA, DB. On applique en- 
suite le plus grand angle de l'équerre FEti 
sur ADB, de manière que le sommet E coïn- 
cide avec D et le côté EFavec DA. Si le côté 
EG de l'équerre prend alors la direction de DB, l'angle FEG est 
égal à l'angle droit ADB et l'équerre est bonne; dans le cas con- 
traire, l'équerre est fausse. 





PROBLÈME llf. 

Par un point donné 0, mener avec V équerre une perpendicu- 
laire sur une ligne droite donnée MN. 

1. Si le point 0 se trouve sur la ligne droite MN, je place un 
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des cotés de l'angle droit d'une équerre sur cette ligne de ma- 
nière que le sommet de cet 
angle coïncide avec le point 0, 
et j'applique une règle AD con- 
tre l'autre côté OC de l'angle 
droit de l'équerre. J ote ensuit*' 
l équerre, et je tire une ligne 
droite le long du bord de la 
règle qui passe par le point 0. 
Cette ligne AD est perpendi- 
culaire à MX, puisque l'angle AON est égal à l'angle droit COB 
<le l'équerre. 

2. Si 0 n'est pas un point de la ligne droite MN, j'applique 

sur cette ligne le bord 
d'une règle, et contre 
cette règle, le côté RC de 
l'angle droit ARC d'une 
équerre. Je fais glisser 
ensuite l'équerre le long 
de la règle immobile, 
jusqu'à ce que l'autre côté AR de l'angle droit ARC passe par le 
point 0, et je trace la perpendiculaire OP en suivant la direc- 
tion AR. 




J 



N 



PROBLEME IV. 

Par un point donné 0,mener avec l'équerre une parallèle à 
une ligne droite donnée MX. 
i. J'applique une règle contre le petit côté AC d'une équerre 

ARC. Je place ensuite le système 
de ces deux instruments de telle 
sorte que l'hypoténuse AR de 
l'équerre coïncide avec la ligne 
droite MN, et que la distance du 
point 0 à la règle soit moindre 
que RC. Cette position étanttrou- 
vée, je fais glisser l'équerre le 
long de la règle, que je tiens immobile jusqu'à ce que son hypo- 
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ténuse AB passe par le point donné 0; puis je tire la ligne 
droite PQ en suivant ce côté de Péquerre. 

Cette ligne qui passe par le point 0 est parallèle à MX, puis- 
que les angles correspondants QPC, BAC sont égaux (7, V), 
2° Le rapporteur est un instrument au moyen duquel on 

rapporte et Ton fait sur le papier 
des angles donnés. Il consiste en 
un demi-cercle MPN qui est de 
cuivre ou de corne. Son limbe, 
ou bord extérieur, est divisé en 
B 180 degrés et terminé par le dia- 
mètre AB, au milieu duquel il y a 
une petite entaille 0 appelée centre du rapporteur. 

PROBLÈME V. 

Mesurer avec le rapporteur un angle donné A( IK. 
J'applique le centre du rapporteur sur le sommet 0 de l'angle 

AOK, et je dirige son diamètre 
suivant le côté OA de cet angle. 
Si l'autre côté OK passe par la 
trente-quatrième division du lnn- 
-L *be, l'angle AOK est de 34 degrés. 
Lorsque le côté OK rencontre le 
limbe entre deux divisions, par exemple entre la trente-quatrième 
et la trente-cinquième, j'estime à la simple vue la distance de OK 

3 

à la première de ces divisions; si je l'évalue aux ' T d'une di\i- 

4 

3 

sion, je dis que l'angle AOK est de 3V j, ou 34° W. 

PROBLÈME VI. 

Construire y sur une ligne droite OK, un angle qui ait son 
sommet en un point donné 0 et soit dune grandeur donnée. 

Je place le centre du rapporteur au point 0 et je dirige son 
diamètre suivant la ligne droite OA, je marque ensuite la divi- 





> 
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sion M, qui correspond à la grandeur de l'angle donné ; jY»ti 
le rapporteur, et je tire la ligne droite OM qui fait avec OÀ l'an- 
gle demandé. 

problème vu. 

Par un point donné A, mener avec le rapporteur une perpen- 
diculaire sur la ligne droite donnée BC. 

1 . Si le point A est l'un des points de la ligne droite BC, je 
fais en ce point, sur la ligne BC, un angle de 90 degrés, avec le 
rapporteur. Le second côté de cet angle est évidemment la per- 
pendiculaire demandée. 

2. Lorsque le point A est situé hors de la ligne droite BC, je le 

A joins à un point quelconque D de BC par la 

\ ligne droite AD ; je mesure ensuite l'angle 

\ aigu ADB, et je fais sur la droite AD l'angle 

— A DAE égal au complément de ADB. 

La ligne droite AE est perpendiculaire à 
BC, car le troisième angle AED du triangle ADE est droit (9, III). 

PROBLÈME VIII, 

Par un point donné A, mener avec le rapporteur une parai- 
lèle à une ligne droite donnée BC. 
Je joins le point A à un point quelconque D deBCpar la ligue 




droite AD, et je mesure l'angle aigu ADC; 
je fais ensuite sur AD l'angle DAE égal 
à ADC. La ligne droite AE est parallèle a 
BC, car ces lignes font avec la sécante AI) 



deux angles alternes-internes égaux ADC, DAE (7, V). 

PROBLÈMES. 

1 . Construire un parallélogramme dont on connaît un angle et 
les deux côtés adjacents. 

2. Construire un rectangle dont on connaît deux côtés consé- 
cutif*. 
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3. Etant données les diagonales d'un losange, construire ce 
quadrilatère. 

4. Construire un trapèze dont les quatre côtés sont donnés. (On 
appelle trapèze tout quadrilatère qui a deux côtés parallèles.) 

5. Deux lignes droites parallèles et un point étant donnés, 
mener par le point une sécante telle que la portion de cette ligne 
comprise entre les deux parallèles soit d'une longueur donnée. 

6. Construire un triangle dans lequel on donne la base, la 
hauteur et la ligne droite qui joint le milieu de la base au som- 
met opposé. 

7. Tracer entre deux circonférences une ligne droite qui ait 
une longueur donnée et soit parallèle à une direction aussi 
donnée. 

8. Décrire, d'un point donné comme centre, une circonfé- 
rence qui intercepte sur une autre circonférence un arc ayant 
une corde de longueur donnée. 

9. Construire un triangle dont on connaît deux angles et l'une 
des trois hauteurs. 

10. Construire un trapèze dont les diagonales et les côtés pa- 
rallèles sont donnés. 

11. Construire un triangle dont on connaît deux côtés et l'une 
des hauteurs. 

12. Construire un triangle dans lequel on donne un côté un 
angle et une hauteur. 

13. Inscrire dans un cercle un angle de grandeur donnée, de 
manière que l'un de ses côtés passe par un point donné, et que 
l'autre soit parallèle à une droite donnée. 

14. Décrire avec un rayon donné une circonférence tangente 
à deux droites données, ou à une droite et à une circonférence 
données. 
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Programme : Division d'une droite et d'un arc en deux parties égales. — Décrire 
une circonférence qui passe par trois points donnés. — D'un point donné hors 
d'un cercle, mener une tangente à ce cercle. — Mener une tangente commune 
à deux cercles. — Décrire, sur une droite donnée, un seament de cercle capable 
d'un ansle donné. 



PROBLÈME I. 

Diviser une ligne droite AB en deux parties égales. 
Des extrémités A et B de la ligne droite AB, comme centres, 
je décris deux arcs de cercle avec le même rayon que je prends 

plus grand que la moitié de AB. Soient C et 1) 
les intersections de ces arcs ; je joins ces 
points par la ligne droite CD qui rencontre la 
ligne droite AB au point E et la divise en deux 
parties égales. 

Kn effet, chacun des points C et D étant éga- 
lement éloigné des deux points A et B, la ligne droite CE est 
perpendiculaire au milieu de AB (6, III). 

Remarque. — En appliquant ce procédé à la moitié, au quart, 
au huitième, etc., de la ligne droite AB, on la divise en 4, 8, 
10, etc., parties égales. 

PROBLÈME II. 

Élever, par le milieu et une ligne droite, une perpendiculaire 
sur cette droite. 

On résout ce problème par la même construction que le pré- 
cédent, puisque la ligne droite CD est perpendiculaire au mi- 
lieu de AB. 
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PROBLÈME II!. 

Diviser un arc de cercle BC en deux parties égales. 
J'abaisse du centre A de l'arc BC la perpendiculaire AD sur sa 
corde ; cette droite rencontre Tare BC au point D 
et le divise en deux parties égales (12, 1). 
On peut résoudre ce problème au moyen du 
c rapporteur; mais on abrège alors la eonstrue- 
\ tion de la perpendiculaire AD, en mesurant 
l'angle au centre BAC et faisant sur ÀB l'angle 
BAD égal à la moitié de BAC, sans déplacer le rapporteur. 

Remarque. — En appliquant ce procédé à la moitié, au quart, 
au huitième, etc., de l'are BC, on le divise en 4, 8, 16, etc., 
parties égales. 

PROBLÈME IV. 

Diviser un angle BAC en deux parties égales. 

Je décris du sommet A, comme centre, un arc BC avec un 
rayon quelconque AB ; je tire ensuite la ligne droite AD qui di- 
vise en deux parties égales l'arc BC (III). Cette ligne divise aussi 
l'angle au centre BAC en deux parties égales (15, 1). 

Remarque. — En appliquant ce procédé à la moitié, au quart, 
au huitième, etc., de l'angle BAC, on le divise en 4, 8, 16, etc., 
parties égales. 

problème v. 

Décrire une circonférence passant par trois points donnés 
A, B, C, qui ne sont pas en ligne droite. 

. Par les milieux des lignes droites AB, BC, j'é- 

f *\y B lève sur ces lignes les perpendiculaires DE, DF, 
/ ( I m se coupent en un point D, puisque les trois 

\ y \w B P omts donnés A,B,C, ne sont pasen ligne droite. 
X>/>(1 Je décris ensuite, du point D comme centre et 
* avec le rayon DA, une circonférence qui passe 

par les points A, B et C. 
En effet, le point D est également distant des points A, B, C, 
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puisqu'il se trouve sur chacune des perpendiculaires DE, DF, 
menées par les milieux des lignes droites AB, BC (6, III). 



PROBLEME VI. 





Mener y par le point A ,ttne tangente à un cercle donné CB. 

Le point A peut être donné sur la circonfé- 
rence du cercle ou à l'extérieur ; je vais exami- 
ner successivement ces deux cas. 

1° Si le point A se trouve sur la circonfé- 
rence, j'élève, par l'extrémité A du rayon CA, 
la perpendiculaire AD sur ce rayon. La ligne 
droite AD est évidemment la tangente demandée (13, II). 

2° Soit le point A extérieur au cercle; 
je tire la ligne droite CA et, du milieu 
\ de cette ligne comme centre, avec un 
1,1 rayon égal à la moitié de CA, je décris 
une circonférence qui coupe la circon- 
férence donnée aux points B et D. Je tire 
ensuite les lignes droites AB, AD, et je dis qu'elles sont tangentes 
au cercle CB. 

En effet, chacun des angles ABC, ADC est droit, parce qu'il 
est inscrit dans un segment du cercle AC égal à un demi-cercle 
(15, IV); la ligne droite AB est donc perpendiculaire à l'extré- 
mité du rayon CB, et la ligne droite AD perpendiculaire à l'extré- 
mité du rayon CD ; par suite, AB et AD sont tangentes au cercle 
CB (13, II). 

Corollaire. — Les tangentes AB, AD, menées d'un même point 
A à un cercle CB sont égales, et la ligne droite AC qui joint ce 
point au centre du cercle divise en deux parties égales l'angle 
BAD des deux tangentes. 

Les triangles rectangles ABC, ADC sont égaux parce qu'ils ont 
l'hypoténuse AC commune, et les côtés CB, CD, égaux comme 
rayons du cercle CB (6, V) : donc le côté AB est égal à AD et l'an- 
gle BAC égal à DAC. 
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PROBLEME VII. 

Mener une tangente commune à deux cercles donnés. 
Les cordes peuvent toucher une même ligne droite du même 
noté ou des deux côtés de cette ligne. Dans le premier cas, la 
tangente commune est extérieure aux deux cercles; dans le se- 
cond cas, elle leur est intérieure. 

1° Soient 0 et C les centres des deux cercles OA, CB que la 
ligne droite AB touche extérieurement aux points A etB ; je mène 
par le centre C la parallèle CD à la tangente AB, jusqu'à la ren- 
contre deOA. Les rayons OA , 
CB, perpendiculaires à la tan- 
gente commune AB (13, 11), 
et par suite à CD (7, III), sont 
parallèles ; donc le quadrila- 
tère ABCD est un rectangle, et 
ses côtés opposés AD, BC sont 
égaux (10, 1). La circonférence décrite du point 0 comme centre, 
avec le rayon 01) égal à la différence des rayons OA, CB des deux 
cercles donnés, est par conséquent tangente à la ligne droite CD 

(13,11). 

De là résulte cette construction de la tangente extérieure AB : 
je décris un cercle concentrique au cercle OA, avec wi rayon OD 
égal à la différence des rayons OA, CB, et je trace du centre de 
Vautre cercle CB la tangente CI) au cercle 01). Je tire ensuite le 
rayon OD du point de contact ; ce rayon, prolongé au delà du 
point D, coupe la circonférence OA au point À, par lequel je 
mène une parallèle à la ligne droite CD. Cette parallèle n'est 
autre que la tangente AB, puisqu'on ne peut mener du point A 
qu'une parallèle à CD (7, II). 

Lorsque les cercles donnés OA, CB sont extérieurs l'un à l'au- 
tre, ou tangents extérieurement, ou bien sécants, la distance OC 
de leurs centres est plus grande que la différence OD de leurs 
rayons (14), et le point C est extérieur au cercle OD. On peut 
donc mener du point C deux tangentes CD, CD' à ce cercle ; par 
suite, les cercles OA, CB ont deux tangentes AB, A B', commu- 
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nés et extérieures. — Si les cercles OA, CB se touchent intérieu- 
rement, la distance OC de leurs centres est égale à la différence 
OD de leurs rayons (14, V), et la circonférence OD passe par le 
point C. Par conséquent, on ne peut mener de ce point qu'une 
tangente à la circonférence OD, et les deux cercles OA, CB n'ont 
qu'une tangente commune qui leur soit extérieure. — Le pro- 
blème est évidemment impossible si l'un des cercles est à l'inté- 
rieur de l'autre. 

2° Soient 0 et C les centres de deux cercles OE, CF, que la 
ligne droite EF touche intérieurement aux points E et F; je mène 



cotés opposés EG, CF sont égaux. La circonférence décrite du 
point 0 comme centre, avec le rayon OG égal à la somme des 
rayons OE, CF des deux cercles donnés, est par conséquent tan- 
gente à la ligne droite CG. 

De là résulte cette construction de la tangente intérieure EF : 
je décris un cercle concentrique au cercle OE, avec un myon OG 
égal à la somme des rayons OE, CF des cercles donnés, et je 
trace du centre C de l'autre cercle CF la tangente CG au cercle 
OG. Je tire ensuite le rayon OG du point de contact; ce rayon 
coupe la circonférence OE au point E, par lequel je mène une 
parallèle à la ligne droite CG. Cette parallèle n'est autre que la 
tangente EF, puisqu'on ne peut mener du point E qu'une paral- 
lèle à CG. 

Lorsque les deux cercles donnés OE, CF sont extérieurs l'unà 
l'autre, la distance OC de leurs centres est plus grande que la 
somme OG de leurs rayons (14, 11), et le point C est extérieur au 
cercle OG. Par conséquent, on peut mener du point C deux tan- 
gentes CG, CG' à ce cercle ; les cercles donnés ont donc deux tai> 



V 



\ 




par le centre C la parallèle 
CG à la ligne EF, jusqu'à la 
rencontre du prolongement 
de OE. Les rayons OE, CF, 
perpendiculaires à la tan- 
gente commune EF, et par 
suite à CG, sont parallèles ; 
le quadrilatère EFGC est 
donc un rectangle, et ses 
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pentes E F, EF', communes et intérieures. — Si les cercles OE, 
CF sont tangents extérieurement, la circonférence OG passe par 
le point C, et I on ne peut mener de ce point qu'une tangente an 
cercle OG. Dès lors les cercles OE, CF n'ont plus qu'une tangente 
commune qui soit intérieure. — Pour toute autre position des 
deux cercles le problème est impossible. 

En résumé : 1° On peut mener deux tangentes extérieures et 
deux tangentes intérieures à deux cercles qui sont extérieurs 
l'un à l'autre. 

2° Deux cercles qui se touchent extérieurement ont deux tan- 
gentes commîmes extérieures et une seule tangente intérieure, 




laquelle est perpendiculaire à la droite qui joint les centres des 
cercles. 

3° Si les cercles se coupent, ils n'ont que deux tangentes com- 
munes qui sont extérieures. 

4° Deux cercles qui se touchent intérieure- 
ment n'ont qu'une tangente commune ; elle est 
extérieure aux deux cercles et perpendiculaire 
à la droite qui joint leurs centres. 
5° Deux cercles intérieurs l'un à l'autre n'ont 
aucune tangente commune. 

PROBLÈME VIII. 

Décrire, sur une ligne droite AB, un segment de cercle capa- 
ble d'un angle donné K. 

Je fais à l'extrémité B de la ligne droite donnée A# l'angle 
ABE égal à l'angle donné K; j'élève ensuite la perpendiculaire 
CD au milieu de AB; et je mène du point B la perpendiculaire 
BD sur la ligne droite BE. Les deux lignes CD, BD se coupent au 




< 
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point D (7, V, c.) ; de ce point comme centre, je décris un cercle 
avec le rayon DB, et je dis que le segment AMB qui ne se trouve 

pas du même côté de la ligne droite 
AH que l'angle ABE est le segment de- 
mandé. 

En effet, l'angle AMB inscrit dans 
~~7 ce segment a pour mesure la moitié 
/ de l'arc AB compris entre ses côtés 
(15, IV). Or l'angle donné ABE, dont le 
côté BE perpendiculaire au rayon BI) est tangent au cercle, a 
aussi pour mesure la moitié du même arc AB (15, IV, c) ; donc, 
J'angle AMB égale l'angle ABE, et le segment AMB est capable 
de l'angle donné. 

PROBLÈMES. 

1. Les diagonales d'un parallélogramme et leur angle étant 
donnés, construire, ce quadrilatère. 

2. Construire un triangle dont on connaît les angles et la somme 
tle deux côtés. 

3. Construire un triangle dont on connaît deux angles et le pé- 
rimètre. 

4. Si l'on inscrit un cercle dans un angle, les deux points de 
contact divisent la circonférence en deux arcs tels que toute 
tangente au plus petit de ces arcs forme avec les côtés de l'an- 
gle un triangle de périmètre constant. 

5. Par un point M, donné dans un angle BAC, mener une 
sécante telle que le périmètre du triangle formé par cette Hgne 
et les côtés de l'angle ait une longueur donnée. 

6. Tracer une sécante commune à deux circonférences, de 
telle sorte que les cordes interceptées soient égales à des lon- 
gueurs données. 

7. Deux circonférences concentriques étant données, tracer un 
triangle dont les angles soient donnés, et qui ait deux sommets 
sur l'une des circonférences et le troisième sur l'autre. 

8. Construire un triangle dans lequel on connaît l'une des 
trois hauteurs, un angle et sa bissectrice. 

am. . c 
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9. Construire un triangle dont le périmètre, un angle el la 
hauteur correspondante sont donnés. 

10. Construire un triangle dans lequel on connaît un angle, 
ainsi que la hauteur et la médiane partant du sommet de cet an- 
gle, c'est-à-dire la droite qui joint ce sommet au milieu du oôté 
opposé. (Concours de logique, 1855.) 

1 1 . Mener par deux points donnés deux lignes droites paral- 
lèlesqui forment un losange avec deux autres parallèles données, 

12. Existe-t-il dans le plan de tout triangle un point d'où Ton 
voit les trois côtés du triangle sous le même angle? 

13. Une ligne droite et deux points étant donnés, trouver sur 
la droite le point d'où l'on voit la distance des deux points sous 
le plus grand angle possible. 

Remplacer, dans l'énoncé du problème précédent, la ligne 
droite par une circonférence et résoudre le même problème avec 
cette nouvelle donnée. 

14. Décrire une circonférence tangente aux trois côtés d'un 
triangle. — Ce problème a quatre solutions. L'une des circonfé- 
rences est intérieure au triangle et les trois autres sont exté- 
rieures ; aussi on donne à la première le nom de* circonférence 
inscrite et à chacune tles trois autres celui de circonférence ex- 
inscrite. 

Démontrer que la distance de deux quelconques des quatre 
points dans lesquels un côté est touché par les quatre cercles 
inscrits et ex-inscrits est égale à l'un des deux autres côtés, ou à 
la somme de ces côtés, ou bien à leur différence. 

15. Construire un triangle dans lequel on connaît deux des 
rayons des cercles qui touchent son périmètre, l'un de ses côtés, 
ou la somme des deux côtés, ou bien leur différence. 

16. Le diamètre du cercle inscrit dans un triangle rectangle 
est égal à l'excès de la somme des deux côtés de l'angle droit sur 
l'hypoténuse. 
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VINGTIÈME LEÇON 

Programme: — Lignes proportionnelles. — Toute parallèle à l'un des côtés d'un 
triangle divise les deux autres côtés en parties proportionnelles. — Réciproque. 
— Propriétés de la bissectrice de l'angle d'un triangle. 



DÉFINITIONS. 

i° On dit qu'une ligne droite AB est divisée par le point C en 
deux parties AC, CB proportionnelles à deux nombres donnés 
qu'on peut toujours supposer entiers, tels que 5 et 3, lorsque le 
rapport dekC à CB égale celui de 5 à 3. 

i ■ 1 i ■ i 1 1 i 1 1 1 

à C I D 

II n'y a qu'une manière de diviser la ligne AB en deux par- 
ties AC, CB, qui soient proportionnelles à deux nombres donnés 
5 et 3. Car, pour effectuer cette division, il faut partager AB en 
5 -j- 3 ou 8 parties égales, et prendre pour AC les cinq premiers 
huitièmes à partir de l'extrémité A, et pour CB les trois autres 
huitièmes, c'est-à-dire le reste de AB. 

La recherche du point C revient à trouver sur la ligne droite 
AB un point dont les distances aux points KetB soient propor- 
tionnelles aux nombres 5 3. Sous cet énoncé, la question est 
susceptible d'une seconde solution ; car, si on divise la distance 
AB en 5 — 3 ou 2 parties égales, et qu'on prenne sur le prolon- 
gement de AB une longueur BD égale à 3 fois Tune de ces par- 
ties, la droite AD contient alors 2 -j- 3 ou 5 fois la même partie, 
et le rapport des distances DA, DB du point D aux extrémités 
A, B, de la droite AB est égal à celui des deux nombres 5 et 3 ; 
par conséquent le point D satisfait aussi à l'énoncé du problème. 
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nité. On dit ordinairement que fa </éwa; pointsC et D divisent la 
droite AB en segments proportionnels, et l'on donne à ces points 
le nom de points conjugués. 



i ■ ■ i ■ t « » i 



Les points A et B divisent réciproquement la droite CD en 
segments proportionnels; car de l'égalité 

CA_ DA 

on déduit évidemment la suivante 

AC_BC 
AD~~BD' 

qui démontre la réciprocité énoncée. 



2° Lorsqu'une droite AB est divisée par un point C en par- 
ties proportionnelles à deux nombres, tels que 5 et 3, si l'on 
prend sur AB une longueur AC égale à CB, les distances C'B, 
AC sont égales entre elles, et le point C divise AB en deux 
deux parties AC, C'B, inversement proportionnelles aux nombres 

AC AC 
5 et 3 ; car leur rapport ^ est l'inverse du rapport ^ qui 

égale ? . 

THÉORÈME I. 

Toute ligne droite, parallèle à l'un des côtés d'un triangle , 
divise les deux autres côtés en parties proportionnelles. 

Je tire la ligne droite DE parallèle au côté BC du triangle ABC; 

pour démontrer que cette ligne qui rencontre les deux autres 

côtés AB, AC aux points D et E, les divise en parties proportion- 

3 

nelles, je suppose le rapport de AD à DB égal à ^ (15, déf. 2). 



Digitized by Google 




FIGURES PLANES. — XX e LEÇON. 85 

Les lignes droites AD, DB ont par suite une commune mesure ÀF, 

contenue 3 fois dans AD et 2 fois dans BD. Soient F, G, D et H, 

les points qui divisent le côté AB en 3 + 2 

ou 5 parties égales à AF ; je mène par ces 

points les lignes droites FK, GL, DE, HM, 

parallèles à BC, et je dis qu'elles divisent 

aussi le côté AC en 5 parties égales. 

En effet, de l'un des points de division de 

AB, par exemple du point G, je tire la ligne droite GO parallèle 

à AC. Les triangles AFK, DGO sont égaux, car leurs côtés AF, 

GD sont égaux par hypothèse, et leurs angles FAK, DGO le sont 

comme correspondants, ainsi que les angles AFK, GDO; par 

conséquent, les côtés AK, GO de ces triangles sont égaux. Or le 

quadrilatère GOEL est un parallélogramme ; donc le côté GO est 

égal au côté EL qui lui est opposé, et les deux divisions AK, EL 

de la ligne droite AC sont égales. 

Je prouverais de même l'égalité de AK et de toute autre 

division du côté AC ; il en résulte que la ligne droite AK est 

une commune mesure des deux lignes AE, EC, et qu'elle est 

contenue 3 fois dans AE, 2 fois dans EC. Donc le rapport dt^ 
3 

AE à EC égale g , ou le rapport de AD à DB. 

Corollaire L — Le rapport du côté AB à l'une de ses parties, 

par exemple AD, est égal au rapport du côté AC à sa partie AK 

qui correspond à AD. 

Car, d'après l'hypothèse précédente, chacun de ces rapports 
5 

est égal à ^ . 

Corollaire II. — Plusieurs parallèles AD, BE,CF,ifc., inter- 
ceptent des parties proportionnelles sur deux lignes droites AC, 

DF, qu'elles rencontrent. 

Je mène du point A la droite AH parallèle à 
DF, et je la prolonge jusqu'à la rencontre des 
lignes BE, CF ; la ligne droite BG, parallèle au 
côté CH du triangle ACH, divise les deux autres 
I côtés AC, AH, en parties proportionnelles, 
c'est-à-dire que le rapport de AB à BC égale celui de AG à GH. 









1 
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Or les lignes droites AG, DE sont égales, parce qu'elles sont op- 
posées l'une à l'autre dans le parallélogramme ÀDEG, et il en 
est de même des deux lignes droites GH, EF ; on a donc : 

AB_ DE 
RC~EF 

cl, par suite, 

AB _ BC , 
DE ~ÊF* 



THÉORÈME II. 

Toute ligne droite DE, qui divise deux côtés ÀB, AC d'un 
triangle ABC en parties proportionnelles, est parallèle au 
troisième côté BC. 

\ Soient 1) et E les points où la ligne droite DE 

/ \ rencontre les côtés AB, AC du triangle ABC ; je 

y v suppose le rapport de AI) à DB égal à celui de 

bZ V- AE à EC, et je dis que la ligne droite DE est 

parallèle au troisième côté BC du triangle. 

En effet, la parallèle menée par le point D à la ligne droite BC 
divise le côté AC en deux parties proportionnelles à AD et DB ; 
donc cette ligne passe par le point E et coïncide avec DE, puis- 
qu'il n'y a qu'une manière de diviser AC, à partir du point A, 
en deux segments proportionnels à AD et DB. 



THÉORÈME III. 

La bissectrice d'un angle d'un triangle divise le côté opposé en 
deux parties proportionnelles aux côtés adjacents. 

Soit AD la bissectrice de l'angle BAC du 
triangle ABC; par l'extrémité B de l'un des 
deux côtés AB, AC de cet angle, je mène 
une parallèle à la droite AD, et je la pro- 
longe jusqu'au point E où elle rencontre 
l'autre côté AC. 
La droite AD, parallèle au côté BE du triangle BCE, divise 
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les deux autres côtés CB, CE, en parties proportionnelles, c'est- 
à-dire qu'on a (I) : 

BD_AE 
DC~AC 

Or le triangle ABE est isocèle : en effet, l'angle ÀEB égale l'an- 
gle DAC, moitié de BAC, parce qu'ils sont correspondants par 
rapport aux parallèles AD, EB ; l'angle ABE égale aussi l'angle 
DAB, moitié de BAC, parce qu'ils sont alternes-internes par rap- 
port aux mêmes parallèles ; donc les angles AEB, ABE du trian- 
gle ABE sont égaux. Par suite, les côtes AB, AE, opposés à ces 
angles, sont aussi égaux, et l'on a : 

BD _ AB 
DC ~ AC ' 

Corollaire. — La réciproque de ce théorème est évidente, 
ar il n'y a qu'une manière de diviser la droite BC en deux par- 
ties proportionnelles aux côtés adjacents AB, AC. 

THÉORÈME IV. 

La bissectrice <Tun angle extérieur à un triangle coupe le 
côté opposé en un point dont les distances aux extrémités de ce 
côté sont proportionnelles aux côtés adjacents. 

Soit AD la bissectrice de l'angle BAC extérieur au triangle 

BAC ; par l'extrémité B de l'un 
des côtés AB, AC de cet angle, 
je mène une parallèle à la droite 
AD, et je la prolonge jusqu'au 
point E où elle rencontre l'autre 
C côtéAC. 

La droite BE, parallèle au côté AD du triangle ACD, divise les 
deux autres côtés CA, CD en parties proportionnelles, c'est-à-dire 
qu'on a (1): 

DC _ AC 
DB ~~ AE' 

Or le triangle ABE est isocèle : en effet, l'angle ABE égale l'an- 
gle DAB, moitié de BAC, parce qu'ils sont alternes-internes par 
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rapport aux parallèles AD, BE ; l'angle AEB égale aussi l'angle 
DAC, moitié de BAC, parce qu'ils sont correspondants par rap- 
port aux mêmes parallèles ; donc les angles ABE, AEB du trian- 
gle ABE sont égaux. Par suite, les côtés AE, AB, opposés à ces 
angles, sont aussi égaux, et l'on a 

DC_AC 
DB~~AR* 

Corollaire. — La réciproque de ce théorème est évidente. 

DC 

En effet , le rapport — qui est plus grand que l'unité croît ou 

décroît lorsque le point D se rapproche ou s'éloigne du point 
B; par conséquent, il n'existe sur le prolongement du côté CB 
qu'un point D dont les distances aux points C et B soient propor- 
tionnelles aux côtés adjacents AC, AB. 

Remarque sur les deux théorèmes précédents. 

La bissectrice dun angle d'un triangle et celle de l'angle ex- 
térieur, adjacent, divisent le côté opposé en segments propor- 
tionnels. 

THÉORÈME V. 

Le lieu géométrique des points dont les distances à deux 
points donnés A e/B sont proportionnelles à deux longueurs 
données M et N est une circonférence. 

Soient D et D' les deux points conjugués qui divisent la droite 
AB en segments proportionnels aux longueurs données M et N 

(20, défin.); chacun de ces points 
fait partie du lieu, puisque ses 
distances aux deux extrémitésde 
AB sont dans le rapport de M 
à N. Cela posé, je considère un 
point quelconque C du lieu cher- 
ché, et je le joins par des lignes 
droites aux quatre points A, B, D, D'. Les distances CA, CB du 
point C aux deux points A, B sont proportionnelles par hypothèse 
aux lignes M et N, ou aux deux segments DA, DB de la droite 
AB; par conséquent, la droite CD, qui partage le côté AB du 
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triangle CAB en deux segments proportionnels aux deux au- 
tres côtés CA, CB, divise l'angle ACB en deux parties égales 
(20, III, c). Comme les distances D'A, DT* sont aussi proportion- 
nelles aux côtés CA, CB, la droite CD' divise pareillement en deux 
parties égales l'angle extérieur BCA', adjacent à l'angle ACB 
(20, IV, c). Or, l'angle DCD' est droit, puisqu'il est égal à la 
moitié de la somme des deux angles adjacents ACB, BCA', 
formés sur la droite AA' (2, 1) ; donc le point C est l'un des points 
de la circonférence décrite sur la droite DD' comme diamètre 
(15,IV,c). 

Réciproquement, je dis que tout point C de cette circonfé- 
rence fait partie du lieu demandé. 

En effet, je mène par le point B une parallèle à la droite DC, et 
je la prolonge jusqu'au point E où elle rencontre la droite AC ; 
j'ai par suite (I) : 

AD _ AC 
BD~~CE* 

En menant aussi par le point B la parallèle BF à la droite D C 

mi 1 jusqu'à son intersection avec AC, 

j'ai pareillement 

AIT_ AC 
BD'~CF' 

Or, les deux rapports gK'ggî sont e e aux > puisque les points 

D et D' divisent par hypothèse la droite AB en segments propor- 
tionnels; donc CE est égale à CF. 

Mais le triangle BEF, dont l'angle EBF a les côtés parallèles à 
ceux de l'angle droit DCD', est rectangle (6, 1) ; et le milieu C de 
son hypoténuse EF est également distant des trois sommets 
(15, IV, c. I). Si l'on remplace dès lors CE par son égale BC dans 
la première des égalités précédentes, on a 

AD A C 

BD""BC ; 

ce qui démontre que le rapport des dislances AC, BC d'un point 
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quelconque C de la circonférence M)' aux deux points A, B, est 
constant. Le point C fait donc partie du lieu demandé, qui n'est 
autre que la circonférence DD'. 

THÉORÈME VI. 

« 

Si une ligne droite AB est divisée en segments proportionnels 

par deux points 1), E, la moitié de 
a St~"5 5 i cette droite est moyenne proportion- 

nelle entre les distances de son mi- 
lieu M aux deux poi?its conjugués D, E ; et réciproquement. 
On a par hypothèse : 

AE_BE. 
AD ~~ BD ' 

il en résulte, d'après une propriété connue de deux rapports 
égaux, que 

AE + BE _ AE — BE 
AD + BD ~~ AD — BD* 

Or la somme AE + BE est égale au double de ME, puisque le 
point M est le milieu de AB ; on a pareillement AD -f- BD égale 
à 2MB, AE — BE égale à 2MB et AD — BD égale à 2ME; par 
conséquent, si l'on divise par 2 les deux termes de chaque rap- 
port de l'égalité précédente, on obtient la nouvelle égalité 

ME_MB 
MB ~~ MD 

qui démontre le théorème énoncé. 

Réciproquement : Si la moitié d'une droite AB est moyenne 
proportionnelle entre les distances du milieu M de cette ligne à 
deux points D, E pris sur sa direction, du même côté du point 
M, les points D, E divisent la droite AB en segments propor- 
tionnels. 

Car, en appliquant à l'égalité donnée par l'hypothèse 

ME _ MB 
MB ~~ MD 
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la propriété de deux rapports égaux, précédemment employée, 
on trouve : 

AE_BE 
AD ~~ BD ' 

par conséquent, les points D et E divisent AB en segments pro- 
portionnels. 

PROBLÈMES. 

1 . La ligne droite qui joint les milieux de deux côtés d'un 
triangle est parallèle au troisième côté et égale à la moitié de ce 
côté. 

2. Les lignes droites qui joignent les milieux des côtés con- 
sécutifs d'un quadrilatère forment un parallélogramme. — Dans 
quels cas ce parallélogramme est-il un rectangle, un losange ou 
un carré? 

3. Calculer à 0 m ,001 chacun des segments (pie les bissectrices 
<les angles d'un triangle déterminent sur ses côtés, égaux respec- 
tivement à 12 m , I5 m et 18". 

4. Quel est le lieu des points d'un plan également éclairés par 
deux points lumineux situés dans ce plan, si les intensités de 
leurs lumières à l'unité de distance sont proportionnelles à deux 
nombres donnés ? (On démontre en physique que l'intensité de 
la lumière qui provient d'un point éclairant varie en raison 
inverse du carré de la distance.) 



Digitized by Google 



VINGT ET UNIÈME ET VINGT- DEUXIÈME LEÇON 

Vkogramme : Polygones semblables En coupant un triangle par une parallèle 

à l'un de ses côtes, on détermine un triangle partiel semblable au premier. — 
Conditions de similitude des triangles. — Décomposition des polygones sem- 
blables en triangles semblables. — Rapport des périmètres. 



DÉFINITIONS. 

Doux polygones qui ont le même nombre de côtés sont sem- 
blables, si leurs angles sont égaux chacun à chacun et si les côtés 
adjacents aux angles égaux sont proportionnels et disposés dans le 
même ordre. 

On dit que deux points, deux lignes ou deux angles sont ho- 
mologues lorsqu'ils se correspondent dans deux figures sembla- 
bles. Ainsi, les sommets de deux angles égaux sont des points 
homologues; les diagonales déterminées par des sommets ho- 
mologues sont pareillement des lignes homologues. 

On appelle rapport de similitude de deux polygones le rap- 
port constant de deux côtés homologues. Lorsque ce rapport est 
égal à l'unité, les deux polygones sont égaux ; car on peut les 
faire coïncider par la superposition, puisqu'ils ont toutes leurs 
parties (côtés et angles) égales chacune à chacune et disposées 
dans le même ordre. 

THÉORÈME ï. 

En coupant un triangle par une parallèle à Pun de ses côtés, 
on détermine un second triangle, semblable au premier. 

Soit la ligne droite DE parallèle au côté BC du triangle ABC, 
je dis que le triangle ADE est semblable au triangle ABC. 

En effet, ces triangles ont l'angle A commun ; leurs angles 
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ABC, ADE sont égaux comme correspondants par rapport aux 
parallèles BC, DE, et il en est de même des deux angles ACB, 

AED. De plus, la ligne droite DE étant parallèle 
A à BC, le rapport de AD à AB égale celui de AE 
/ \ h AC (20, II). Pour démontrer que ce dernier 
y — rapport égale celui de DE à BC, je mène du 
point E la ligne droite EF parallèle au côté AB ; 
8 F cette ligne divise les deux autres côtés AC, BC 
en segments proportionnels, et le rapport de AE à AC égale le 
rapport de BF à BC, ou celui de DE à BC, puisque les lignes BF 
et DE sont égales comme côtés opposés du parallélogramme 
BDEF. Les triangles ADE, ABC ont donc leurs angles égaux cha- 
cun à chacun et leurs côtés homologues proportionnels, c'est-à- 
dire qu'ils sont semblables. 

THÉORÈME IL 

Deux triangles qui ont les angles égaux chacun à chacun 
soit semblables. 

Soient ABC, abc, deux triangles tels que les angles a, b, c, de 
l'un égalent respectivement les angles A, B, C, de l'autre ; je dis 

que ces triangles sont sembla- 
bles. 

En effet, je prends sur AB une 
longueur AD égale à ab, et je 
mène parle point D la droite DE 
. parallèle à BC. Les triangles ADE, 
ABC sont semblables (I), et leurs 
angles homologues ADE, ABC 
sont égaux. Mais l'angle ABC est égal par hypothèse à l'angle 
abc; donc l'angle ADE est aussi égal à l'angle abc. Les triangles 
ADE, abc ont dès lors un côté égal adjacent à deux angles égaux 
chacun à chacun, et sont égaux ; il en résulte que le triangle abc 
est semblable au triangle ABC. 

Corollaire. — Deux triangles sont semblables s'ils ont deux 
angles égaux chacun à chacun. 
Caries troisièmes angles de ces triangles sont égaux (9, III, cj. 
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THÉORÈME III 




Deux triangles qui ont un angle égal compris entre deux 
côtés proportionnels sont semblables. 

Soient ABC, abc, deux triangles qui ont les angles A et « égaux, 
et dont les côtés AB, AC sont proportionnels aux côtés ab, ac; 

je dis que ces triangles sont 
semblables. 

En effet, je prends sur AH 
une longueur AD égale à ab, 
et je mène par le point D la 
droite DE parallèle à BC. Les 
Irïàngles ADE, ABC sont sem- 
blables (I), et leurs côtés ho- 
mologues sont proportion- 
nels. Or les côtés ab, ac du triangle abc sont proportionnels par 
hypothèse aux côtés AB, AC du triangle ABC ; donc ils sont aussi 
proportionnels aux côtés AD, AE du triangle ADE, c'est-à-dire 
qu'on a : 

ab ac 
ÂD~ÂË* 

Mais AD est égal à ab; par conséquent AE est égal à ac, et les 
triangles ADE, abc sont égaux, puisqu'ils ont un angle égal com- 
pris entre deux côtés égaux chacun à chacun. Dès lors le triangle 
abc est semblable au triangle ABC. 




THÉORÈME IV. 

Deux triangles qui ont leurs côtés homologues proportion- 
nels sont semblables. 

Soient ABC, abc, deux triangles qui ont les côtés AB, AC, BC, 
proportionnels respectivement aux côtés ab, ac, bc; je dis que 
ces triangles sont semblables. 

Je prends sur AB une longueur AD égale à ab, et je mène par 
le point D la droite DE parallèle à BC. Les triangles ADE, ABC 
sont semblables (I), et leurs côtés homologues sont proportion- 



Digitized by Google 



FIGURES PLANES. — XXI» ET XXII* LEÇON. <J5 

nels. Or les côtés du triangle abc sont proportionnels par hypo- 
thèse aux côtés du'triangle ABC; donc ils le sont aussi à ceux du 
triangle ADE, c'est-à-dire qu'on a : 

ab ac bc 
ÂD~~ÂË~DË' 

Mais AD est égal à ab; par conséquent AE est égal à ac, et DE 
égal à bc. Les triangles ADE, abc, qui ont dès lors les trois côtés 
égaux chacun à chacun, sont égaux, et le triangle abc est sem- 
blable au triangle ABC. 

Corollaire. — Les trois cas de similitude de deux triangles, 
démontrés dans les trois théorèmes qui précèdent, correspon- 
dent aux trois cas d'égalité énoncés dans la troisième leçon. 

THÉORÈME Y. 

Deux triangles ABC, A BC qui ont leurs côtés parallèles ou 
perpendiculaires chacun à chacun sont semblables. 

Les angles A et A', ayant leurs côtés parallèles ou perpendicu- 
laires chacun à chacun, sont égaux ou supplémentaires (9, 1 et 11); 
il en est de même des angles B, B', et des angles C, C. Par 
conséquent, on ne peut faire sur ces angles que les quatre hypo- 
thèses suivantes : 

i° A + A' = 2dr., B + B' = 2dr., C + C' = 2dr.; 
2° A-j-A' = 2dr., B + B' = 2dr., C = C; 
3° A-f-A' = 2dr., B = B, C = C; 

4° A = A' B = B', C = C. 

Aucune des deux premières n'est admissible, puisque la somme 
des six angles des deux triangles ABC, A'BC, égale quatre angles 
droits (9, III). Quant à la troisième hypothèse, elle comprend 
implicitement que les angles A et A' sont droits ; car les triangles 
ABC, A BC, ayant deux angles égaux, le troisième angle de l'un 
est égal au troisième angle de l'autre (9, III, c) ; cette hypothèse 
n'est donc qu'un cas particulier de la quatrième, qui seule est 
vraie. Par conséquent les triangles ABC, A'B'C ont les angles 
égaux chacun à chacun, et sont semblables (II). 
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Remarque. — Les cotés homologues des triangles semblables 
ABC, ABC, sont parallèles dans le premier cas, et perpendicu- 
laires dans le second. 

THÉORÈME VI. 

Les lignes droites issues d'un même point interceptent des 
parties proportionnelles sur deux lignes droites parallèles^ et 
réciproquement. 

Soient AD et EH deux lignes droites parallèles; je tire d'un 

point quelconque 0 les sécantes OA, OB, OC, 
OD, et je dis qu'elles interceptent des parties 
proportionnelles sur AD et EH. 

En effet, la ligne droite EF étant parallèle 
au coté AB du triangle OAB, les triangles 
OEF, OAB sont semblables (I), et le rapport 
de EF à AB égale celui de OF àOB. Pareille- 
ment, les triangles OFG, OBC sont semblables, et le rapport de 
FG à BC égale aussi le rapport de OF à OB. On a dès lors 

EF_FG 
AB ~~ BC 

on prouverait de même que 

FG __GH 
BC ~ CD * 

Les lignes droites issues du point 0 divisent donc les parallèles 
EH, AD en parties proportionnelles. 

Réciproquement : Si les lignes droites AE, BF, CG, DH, di- 
visent les parallèles AD, EH, en parties proportionnelles , elles 
concourent au même point. 

Soit 0 le point d'intersection de deux de ces droites, par exem- 
ple de BF et DH ; je tire la droite OG, et je dis que cette ligire 
prolongée passe par le point C. 

Les trois droites OF, OG, OH, issues du point 0 divisent, 
d'après le théorème précédent, les parallèles FH, BD, en parties 
proportionnelles. La droite OG prolongée passe donc par le point 




Digitized by Google 



FIGURES PLANES. - XXI e ET XXII* LEÇON. 97 

C qui divise par hypothèse la droite BD dans le rapport de FG à 
GH ; car il n'y a qu'une manière de diviser BD. en deux segments 
proportionnels à FG et GH, à partir de son extrémité B. 

On démontrerait de même que le prolongement de la droite 
AE passe aussi par le point 0. 

Remarque. Le point 0 peut être situé entre les parallèles Al), Fil . 

THÉORÈME VIL 

Deux polygones semblables peuvent être décomposés m un 
même nombre de triangles semblables chacim à chacun, et 
semblablement placés. 

-Soient les polygones semblables ABCOE, 
AB'C'D'E'; de leurs sommets homologues A, 
A' , je tire les diagonales homologues AC, A'C, 
AD, A'D'. Ces lignes décomposent les poly- 
gones en un même nombre de triangles sem- 
blablement placés; je dis que ces triangles 
sont semblables deux à deux. 

1° Les triangles ABC, ABC, ont les angles 
B, B', égaux par hypothèse et compris entre 
cotés proportionnels; car il résulte de la simi- 
litude des deux polygones que le rapport de AU à A'B' égale celui 
de BC à B'C; ces triangles sont donc semblables (III). 

2° Les triangles ACD, A'C'D', sont aussi semblables, parce 
qu'ils ont un angle égal compris entre côtés proportionnels. En 
effet, l'angle ACD est la différence des deux angles BCD, BCA; or 
l'angle BCD égale BCD' par hypothèse, et l'angle BCA égale B'C'A' 
parce qu'ils sont homologues dans les triangles semblables ABC, 
A'B'C' ; donc l'angle ACD égale la différence des angles B'C'D', 
B'C'A', c'est-à-dire l'angle A'C'D'. 

De plus, le rapport de AC à A'C égale celui de BC à B'C, à 
cause de la similitude des triangles ABC, A'B'C, et le rapport de 
BC à B'C égale par hypothèse celui de CD à CI)'; donc les 
côtés AC, A'C sont proportionnels aux côtés CD, CD'. Par suite, 
les triangles ACD, A'C'D' sont semblables (III). 

3° On démontrerait de même la similitude des autres triangles. 

A M. 7 
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Par conséquent, les polygones ABCDK, ABC/D E' sont décom- 
posés en un même nombre de triangles semblables chacun à 
chacun, et semblablement placés. 

Corollaire. — Les diagonales homologues de deux polygo- 
nes semblables sont proportionnelles aux côtés homologues. 

THÉORÈME VIII. 

Réciproquement : Deux polygones, composes d'un même 
nombre de triangles semblables et semblablement placés, sont 
semblables. 

Soient les polygones ABCDE, A'B'C'D'E', que 
je suppose composés d'un même nombre de 
triangles semblables et semblablement placés ; 
je dis qu'ils sont semblables. 

Car 1° le rapport de similitude des deux 

AC 

triangles ABC , A'B'C est égal à ; il est 

donc le même que celui des triangles ACD, 
A'C'D', qui ont aussi pour homologues les dia- 
gonales AC, A'C. Le rapport de similitude 
des triangles ACD, A'C'D', et celui des trian- 
gles ADE, A'D'E', sont aussi égaux, car chacun d'eux est 
AD 

égal à ~ ; par suite, les polygones ABCDE, A'B'C'D'E' ont leurs 

leurs côtés homologues proportionnels. 

2° Leurs angles sont égaux chacun à chacun, soit comme 
angles homologues de deux triangles semblables, soit parce 
qu'ils sont composés d'angles égaux : ainsi les angles B et B' 
sont égaux comme angles homologues des triangles sembla- 
bles ABC et A'B'C; l'angle BCD est égal à la somme des angles 
BCA, ACD, qui sont respectivement égaux aux angles B'C'A', 
ACD'. Or l'angle BCD' est aussi la somme des angles B'C'A', 
A'C'D'; donc il égale l'angle BCD. 

De là je conclus que les deux polygones ABCDE, A'B'C'D'E' 
sont semblables, puisqu'ils ont les angles égaux chacun à cha- 
cun et les côtés homologues proportionnels. 
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THÉORÈME IX. 

L*>s périmètres de deux polygones semblables ÂBGDE, 
A'B'CD'E', sont proportionnels aux côtés homologues. 

Les polygones étant semblables, leurs côtés homologues sont 

proportionnels, c'est-à-dire que les rapports 
AB BC CD 

vif ' bc • cir ' 7 sou egaux ; m a aussl ' 

d'après un théorème d'arithmétique, relatif 
à une suite de rapports égaux : 

AB + BC + CD + olc. _ AB 
AB' + BC + C D ' + etc. ~ A B" 

Or, le numérateur AB + BC +, etc., est la 
somme des côtés du polygone ABCDE,etle dé- 
nominateur A'B' + B'C +, etc., la somme des 
côtés de l'autre polygone A'B'C D'E' ; donc les périmètres de ces 
polygones sont proportionnels aux côtés homologues AB, A'B'. 

PROBLÈMES. 

1 . Étant donné un triangle quelconque ABC, on diminue le 
côté AC d'une quantité arbitraire AA', et on augmente le côté 
BC d'une quantité égale BB'. Démontrer que la nouvelle base 
A'B' est coupée par l'ancienne AB dans le rapport inverse des 
<-ôtés primitifs AC, BC. 

2. Soient ABC, ABC, deux triangles semblables dont les côtés 
homologues BC, B'C, sont parallèles; si le triangle AB'C tourne 
dans son plan, autour du sommet A, quel est le lieu décrit par le 
point d'intersection des deux droites qui joignent les extrémités 
homologues des côtés BC, B'C ? 

3. Étant donnés dans un même plan deux polygones sembla- 
bles, démontrer qu'il existe dans ce plan un point tel que les 
lignes droites, menées de ce point à deux sommets homologues 
quelconques, font un angle constant; et construire ce point. 

4. Inscrire un carré dans un demi-cercle, ou dans un triangle. 

5. Inscrire dans un cercle un triangle isocèle dont la somme 
ou la différence de la base et de la hauteur soit donnée. 
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6 Les lignes droites menées des sommets d'un triangle aux 
milieux des côtés opposés, concourent en un même point qui 
divise chacune de ces lignes dans le rapport de 2 à 1, à partir 
de chaque sommet. 

7. Si trois lignes droites passent par un même point, le rap- 
port des distances d'un point quelconque de l'une aux deux 
autres est constant. 

Déduire de ce théorème le lieu géométrique du point dont les 
distances à deux lignes droites données sont proportionnelles à 
des longueurs aussi données. 

8. On fait glisser sur deux lignes droites rectangulaires les 
extrémités de l'hypoténuse d'une équerre ; quelle est la ligne 
décrite par le sommet de l'angle droit? 

9. Trouver le lieu géométrique des points d'où l'on voit deux 
cercles donnés sous des angles égaux. 

10. Si, d'un point donné, on mène des lignes droites aux diffé- 
rents points d'une circonférence, et qu'on divise chacune de ces 
droites dans le rapport de deux lignes données m et ;i, quel sera 
le lieu géométrique des points de division ? 

1 1 . Si pour construire le quadrilatère ABCD on ne donne que 
les trois côtés AB, BC, CD, et la diagonale AC, le quadrilatère est 
indéterminé. 1° Quel est le lieu du quatrième sommet D ? 2" Quel 
est le lieu du milieu de la diagonale BD ? 3° Quel est le lieu du 
milieu de la ligne droite qui joint les milieux des diagonales ? 

12. Construire, sur deux lignes droites dont la position et la 
grandeur sont données, deux triangles semblables qui aient un 
sommet homologue commun. 

13. Circonscrire à un triangle le plus grand triangle possible 
qui soit semblable à un autre triangle donné. 

14. Dans deux cercles: 1° les droites qui joignent les extré- 
mités des rayons parallèles et de même sens passent par un 
même point qu'on appelle centre de similitude directe des deux 
cercles; 2° les droites qui joignent les extrémités des rayons 
parallèles et dirigés en sens contraire passent aussi par le 
même point qu'on nomme centre de similitude inverse, 

15. Tracer les tangentes communes à deux cercles par la 
considération de leurs centres de similitude directe et inverse. 
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Programme : Relations entre la perpendiculaire abaissée du sommet de l'angle 

droit d'un triangle rectangle sur l'hypoténuse, les segments de l'hypoténuse, 

l'hypoténuse elle-même et les côtés de l'angle droit. 
Helation entre le carré du nombre qui exprime la longueur du côté d'un triangle 

oppose à un angle droit, aigu ou obtua^et les carrés des nombres qui expriment 

les longueurs des deux autres côtés. 
Si, d'un point pris dans le plan d'un cercle, on mène des sécantes, le produit 

des distances de ce point aux deux points d'intersection de chaque sécante avec 

la circonférence est constant, quelle que soit la direction de la sécante. — Cas 

où elle devient tangente. 



DÉFINITIONS. 



l.On appelle projection d'un point A sur une ligne droite 

indéfinie xy le pied a de la perpendi- 
culaire menée du point À sur cette 
ligne. 

Si des extrémités A et B d'une ligne 



X * , 7 droite AB on abaisse des perpendicu- 
laires sur une ligne droite indéfinie xy, la distance ab des pro- 
jections de A et B est la projection de la ligne AB sur xy, 

2. Pour simplifier les énoncés des théorèmes suivants, j'ap- 
pellerai produit de deux lignes le produit des nombres qui 
expriment les grandeurs de ces lignes, mesurées avec la même 
unité; carré d'une ligne, la seconde puissance du nombre qui 
représente la mesure de cette ligne. 

3. Lorsque quatre nombres A, B, C et D sont tels que le 

A C 
rapport du premier au second égale le rapport du troi- 
l> 1) 

sième au quatrième, on dit que le dernier D de ces nombres 
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est une quatrième proportionnelle aux trois autres A, B, C. 
Si les deux nombres moyens B et C sont égaux, l'égalité 

A C 
B~D 

devient 

A_B 
B~~D' 

et le quatrième terme D prend le nom de troisième proportion- 
nelle aux deux nombres A, B; dans ce cas, le nombre moyen B 
est la moyenne proportionnelle entre les nombres A et D. Il 
résulte de l'égalité précédente qu'on a 

B 2 = AxD; 

la moyenne proportionnelle B entre les nombres A et D égale dès 
lors la racine carrée du produit de ces nombres. 

THÉORÈME I. 

Si du sommet A de l'angle droit d'un triangle rectangle 

ABC, on abaisse la perpendiculaire AD sur 
s* j\ l 'hypoténuse BC, 1° chaque côté de V angle 
\ droit est moyenne proportionnel l e en tre Vh y- 
b d r poténuse et le segment adjacent à ce côté; 

2° La perpendiculaire AD est moyenne proportionnelle entre 
les deux segments BD, DC de r hypoténuse. 

1° Le triangle ABD est semblable au triangle ABC, parce qu'ils 
ont les angles égaux chacun à chacun (21, 11). En effet, l'un et 
l'autre sont rectangles, ils ont l'angle B commun, et, par suite, 
le troisième angle BAD du triangle ABD égale le troisième angle 
ACB du triangle ABC. En comparant les côtés homologues de ces 
triangles semblables, on trouve : 

BC _ AB 
AB~BD ; 

le côté AB de l'angle droit est donc moyenne proportionnelle ent re 
l'hypoténuse BC et le segment BD qui lui est adjacent. 
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Les triangles ADC, ABC sont aussi semblables, parce qu'ils 
ont les angles égaux chacun à chacun; la comparaison de leurs 
côtés homologues prouve que le coté AC est moyenne proportion- 
nelle entre BCet CD. 

2° Les triangles ABD, ACD, qui sont semblables au triangle 
ABC, ont leurs angles homologues égaux, et sont semblables. 
On a dès lors : 

BD _ AI) 

Ah ~ CD 7 

c'est-à-dire que la perpendiculaire AD est moyenne proportion- 
nelle entre les deux segments BI), CD de l'hypoténuse. 

Corollaire. — Si l'on décrit une circon- 
férence sur l'hypoténuse BC du triangle rec- 
tangle ABC, comme diamètre, cette courbe 
passe par le sommet A de l'angle droit BAC 
(15, IV, c); par suite, le théorème précé- 
dent peut être énoncé de la manière suivante : 

1° Toute corde AB est moyenne proportionnelle ejitre le dia- 
mètre BC qui passe par lune de ses extrémités et sa projection 
BD sur ce diamètre ; 

2° La perpendiculaire AD, abaissée d'un point quelconque A 
dune circonférence sur un diamètre BC, est\noycnnc propor- 
tionnelle entre les deux segments BD, CD du diamètre. 

THÉORÈME II 

Le carré de l'hypoténuse BC d'un triangle rectangle ABC est 
égal à la somme des carrés des deux autres côtés AB, AC. 

X Soit AD la perpendiculaire abaissée du 

sommet A de l'angle droit sur l'hypoténuse ; 
\ comme chaque côté de cet angle est moyenne 
*~ ~» c proportionnelle entre l'hypoténuse et le seg- 
ment qui lui est adjacent (I), on a les égalités : 

AB 2 = BC X BD, 

et 

AC* = BCxDC; 
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en les ajoutant membre à membre, on trouve : 

AB S + AI? = BC x (BD !-DC), 

ou 

AB 2 + AC 2 = BC 2 . 

Le carré de l'hypoténuse du triangle rectangle égale donc la 
somme des carrés des deux autres côtés. 

Remarque. — Ce théorème sert à calculer l'un des côtés d'un 
triangle rectangle dont les deux autres sont donnés. 

1° Soient AB égal à 4 m et AC égal à 3 m , on a : 

BC a = 16 + 9 = 25, 

et, par conséquent, 

BC = 5». 

2 e Si BC est égal à 13» et AC égal à 5", on a : 

169 = AB 2 4-25. 

11 en résulte que 

A B 2 = 1 09 — 25 = 1 44 ; 

on a par suite, 

AB = !2 B \ 

Corollaire 1. — Les carrés des deux côtés de T angle droit 

et un triangle rectangle sont proportionnels 
aux projections de ces côtés sur V hypoténuse. 
\ En effet, si du sommet A de l'angle droit 
d c du triangle rectangle ABC, j'abaisse la perpen- 
diculaire AD sur l'hypoténuse, j'ai (1) : 

AB 2 = BCXBI), 
AC 2 = BCXCI), 

et, par suite, 

AB 2 _ BP 
AC a ~~CD' 

Corollaire 11. — Les carrés d'un côté de l'angle droit et de 
i hypoténuse cCun triangle rectangle sont proportionnels à la 
projection du côté de C angle droit sur C hypoténuse et à l * hy- 
poténuse. 
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Car, en divisant par BC 9 les deux membres de l'égalité 

AB 9 = BC X Bû, 

on trouve 

AB* _ BP 
BC 8 ~ BC * 

Corollaire III. — Le rapport de la diagonale AC et un carré 

a r ABCD au côté AB de ce carré est égal à y 2. 

En effet, le triangle ABC étant rectangle et iso- 
cèle, on a : 

c AC 2 = AB 9 + BC 2 = 2 AB 2 , 

et l'on en déduit 

AB 

On démontre, dans l'arithmétique, qu'il n'existe aucun nom- 
bre entier ou fractionnaire dont la seconde puissance soit égale 
à 2 ; il en résulte que la diagonale et le côté du carré sont deux 
lignes incommensurables entre elles. 

THÉORÈME III. 

Dans tout triangle, le carré d'un côté opposé à un angle aigu 
est égal à la somme des carrés des deux autres côtés, diminuée 
de deux foi: le produit oTun de ces côtés par la projection de 
/'autre sur le premier. 

Pour démontrer ce théorème et le suivant, je regarderai 
< omme connues ces propositions d'arithmétique: \* Le carré 
delà somme de deux nombres est égal à la somme des carrés de 
ces nombres et du double de leur produit ; 

2° Le carré de la différence de deux nombres est égal à l'excès 

de la somme de leurs carrés sur le 
double de leur produit. 

Soit ABC un triangle dans lequel le 
côté AB est opposé à l'angle aigu C. 
De l'extrémité B de ce côté j'abaisse 
la perpendiculaire BD sur le côté opposé AC; cette ligne se trouve 
à l'intérieur ou à l'extérieur du triangle, selon que l'angle BAC 
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est aigu ou obtus. Dans les deux cas, le triangle ABD est rec- 
tangle et donne (II) : 

AB S = BD a + AD 8 . 

Si l'angle BAC est aigu, la ligne droite AD égale la différence 

AC — DC du côté AC et de la projec- 
tion DC de l'autre côté BC sur AC ; au 
contraire, si l'angle BAC est obtus, 
Ja ligne AD égale DC — AC, puisque 
A f la projection de BC est plus grande 
que AC. Mais, dans l'une et l'autre hypothèse, le carré de AD 
égaleAC 2 + DC a — 2 AC X DC. On a donc : 

AB 2 = BD a + AC* + DC a — 2 AC X DC , 

quelle que soit la grandeur de l'angle BAC. En remarquant que 
le triangle BCD est rectangle, et remplaçant BD a .+ DC* par 
BC a dans la valeur précédente de AB*, on trouve enfin 

AB* = BC a + AC 2 — 2 AC X DC. 




THÉORÈME IV. 




Dans tout triangle, le carré d'un côté opposé à un angle 
obtus est égal à la somme des camés des deux autres côtés, aug- 
mentée de deux fois le produit d'un de ces côtés par la pro- 
jection de l'autre sur le premier. 

Soit ABC un triangle dans lequel le côté AB 
est opposé à l'angle obtus ACB ; de l'extré- 
mité B de ce côté j'abaisse la perpendicu- 
laire BD sur le côté opposé AC, et, comme le 
triangle ABD est rectangle, j'en conclus que (II) 

AU 2 = BD 2 + AD a . 

Mais la ligne droite AD égale la somme AC + CD du côté AC 
et de la projection CD de l'autre côté BC sur AC, puisque la 
perpendiculaire BD se trouve hors du triangle ABC. Le carré de 
AD égale donc 

AC 2 + CD a -|-2ACxCD; 
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j'ai, par conséquent, 

B b AB 2 =BD 2 +AC 2 +CD 2 +2ACxCD. 





En remarquant que le triangle BCD 
s, est rectangle, et remplaçantBl) 2 + CD* 
par BC 2 dans la valeur précédente 
do AB 2 , je trouve enfin 

AB 2 = BC 2 + AC 2 + 2 AC X CD. 

Corollaire. — Il résulte des trois théorèmes précédents qu't//i 
angle dun triangle ne peut être aigu, droit ou obtus, sans que 
le carré du côté opposé soit moindre que la somme des carrés 
des deux autres côtés, égal à cette somme, ou plus grand. 

Lorsque les mesures des trois côtés d'un triangle sont don- 
nées, les théorèmes qui précèdent servent à calculer la pro- 
jection d'un coté sur l'un des deux autres et, par suite, la per- 
pendiculaire menée d'un sommet sur le côté opposé. Par 
exemple, soit proposé de calculer la hauteur BD du triangle 
ABC, dans lequel on a AB = 4 m , BC = 3" et AC = 2™. On re- 
marque d'ahord que l'angle ACB opposé à AB est obtus, parce 
que le carré de AB, ou 16, est plus grand que la somme des 
carrés de BC et AC, ou 9 + 4. On a donc l'égalité 

AB 2 = BC 2 + AC 2 + 2ACxCD. 

c'est-à-dire 

16 = 9 + 4 + 4xCI); 

on en conclut : 

16 — 13 a .... 
CI) = — ^ — = 0 ra ,7b. 

Cela posé, le triangle rectangle BCD donne (11) 

BD 2 = BC 2 — CD 2 , 

c'est-à-dire 

BD 2 = 9 — 0,5625 = 8,4375. 
Par conséquent, on a 

BD = vÇ4375 = 2 œ ,905 
a moins d'un demi-millimètre. 
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THÉORÈME V. 

La somme des carrés de deux côtés d'un triangle est égale d 
deux fois la somme des carrés de la moitié du troisième côté et 
de la ligne droite qui joint le milieu de ce côté au sommet opposé. 
Soit M le milieu du côté AB du triangle ABC; la ligne droite 
CM partage ce triangle en deux autres ACM, 
BCM dont les angles adjacents AMC, BMC sont 
supplémentaires. Du sommet C, opposé au côté 
AB, j'abaisse la perpendiculaire CD sur cette 
droite, et je fais remarquer que le côté AC du 
triangle ACM est opposé à l'angle obtus AMC; par conséquent, 
j'ai l'égalité (IV) 

AC a = AM 2 + CM 2 + 2AM X MD. 

Le côté BC du triangle BCM étant opposé à l'angle aigu BMC, j'ai 
aussi l'égalité (III) 

BC 5 = BM 2 + CM* — 2 BM X MD. 

J'ajoute ces égalités membre à membre; comme la droite BM 
est égale à AM, je trouve, toute réduction faite, 

AC* + BC 2 = 2 AM 2 + 2CM 2 ; 

ce qui démontre le théorème énoncé. 

Remarque. — Ce théorème sert à calculer la ligne droite qui 
joint le sommet d'un triangle au milieu du côté opposé, lorsqu'on 
connaît les mesures des trois côtés. On donne ordinairement à 
cette ligne droite le nom de médiane du triangle. 

THÉORÈME VI. 

Si cT un point A, pris dans le plan d'un cercle, on mène des 
sécantes, le produit des distances de ce point 
aux deux intersections de chaque sécante avec 
la circonférence est constant. 

Le point donné A peut être à l'intérieur ou 
à l'extérieur du cercle. Je le suppose d'abord 
à l'intérieur, et je mène de ce point deux lignes droites quel- 
conques AB, AD, qui coupent la circonférence, l'une aux points 
D et E, l'autre aux points B et C; je tire ensuite les cordes 
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BE, CD. Les triangles ABE, ACD, sont semblables (21, II); car 
r . leurs angles BAE, DAC sont opposés au som- 
met, et leurs angles ABE, ADC, sont inscrits 
dans le mêmesegment de cercle CDBE ( 1 5, IV) . 
La comparaison des côtés homologues de ces 
triangles semblables conduit à l'égalité suivante: 

AB_AE 
AD ~ AC ; 

il en résulte que 

AB X AC = AD X AE , 

• 

c'est-à-dire que le produit des distances du point A aux deux 
points B et C où la ligne droite AB coupe la circonférence est 
égal au produit des distances du même point A aux deux points 
d'intersection D, E de la môme circonférence et de toute autre 
sécante AD. 

Soit, en second lieu, le point A situé hors du cercle ; je mène 
les sécantes AC, AE, qui rencontrent la circon- 
férence, l'une aux points D et E, l'autre aux 
points B et C ; je tire ensuite les cordes BE et CD. 
\ Les triangles ABE, ACD, sont semblables; car ils 
] ont l'angle A commun, et leurs angles AEB, ACD 
/ sont égaux comme inscrits dans le même seg- 
ment de cercle BCED (15, IV). En comparant 
les côtés homologues de ces triangles, j'ai l'égalité 

AB _ AE 
AD~ÀC ; 

j'en conclus la suivante : 

ABxAC = ADx AE, 

qui démontre le théorème énoncé. 

Remarque. — Les segments AB, AC de la sécante AC sont in- 
versement proportionnels aux segments AD, AE de l'autre sé- 
cante AE. 

THÉORÈME VIL 

Si d'un point A situé hors a" un cercle on mène une tangente 
AB à ce cercle et une sécante quelconque AE, la tangente est 
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moyenne proportionnelle entre la sécante et sa partie exté- 
rieure AD. 

Ce théorème est une conséquence évidente du théorème pré- 
cèdent, car la tangente AB peut être considérée comme une sé- 

4 cante dont les deux points d'intersection avec 
la circonférence coïncident. On peut aussi le 
démontrer directement de la manière sui- 
vante : je joins, par les cordes BC et BD, le 
point de contact B de la tangente aux points 
C et D où la sécante coupe la circonférence. 
Les triangles ABC, ABD, sont semblables, car 
ils ont l'angle A commun et leurs angles ABC, AI)B, sont égaux 
puisqu'ils sont mesurés par la moitié du même arc BC compris 
entre leurs cotés (i 5, IV) ; il en résulte que 

Af) AB 




AB AC ' 

c'est-à-dire que la tangente AB est movenne proportionnelle 
entre la sécante AD et sa partie extérieure AC. 

THÉORÈME VIII. 

lorsque deux lignes droites AD, BC, prolongées s'il est néces- 
a saire, se coupent en un point E tel que l'on ait 

AExDE=rBExCE, 

leurs extrémités A, B et C sont situées sur la 
même circonférence. 
En divisant les deux membres de l'égalité 

AE X DE = BE X CE 
par le produit BE X DE , on a : 




AE 
BE 



CE 
DE ; 



lestnanglesACE,BDE, qui ont par suite un angle commun F 
eompns entre côtés proportionnels, sont semblables (21 I ) et 
leurs angles homologues CAE DBE, sont égaux. Dès lors', si Von 
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décrit sur la ligne droite CD- un segment de cercle capable de 
l'angle CAD, Tare de ce segment passera par le sommet B ; les 
quatre points A,B,C,D sont donc situés sur la même circonfé- 
rence. 

PROBLÈMES NUMÉRIQUES. 

1 . Deux cercles dont les rayons ont respectivement 0 m ,5 et 
l m ,5 de longueur se coupent de telle façon que les tangentes me- 
nées par l'un des points d'intersection sont perpendiculaires. 
On demande la distance de leurs centres. 

2. Les rayons de deux cercles concentriques sont 36 m et 20 ra ; 
dans le grand cercle on mène une corde tangente au petit ; cal- 
culer la longueur de cette corde. 

3. Les côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle sont égaux 
à 16 m et 24 m . On demande de calculer les projections des côtés 
de l'angle droit sur l'hypoténuse et la distance du sommet de cet 
angle au côté opposé. 

4. Calculer les hauteurs, les médianes et les bissectrices du 
triangle dont les côtés sont égaux à i6 m , 25 m et 39 m . 

5. Calculer la longueur de la corde commune à deux cercles 
dont les rayons ont 12 m et 15 m de longueur, en sachant que la 
distance de leurs centres est de 18 m . 

♦ 

PROBLÈMES GRAPHIQUES. 

1 . Si d'un point pris dans le plan d'un cercle on tire deux sé- 
cantes perpendiculaires l'une à l'autre, lafeomme des carrés des 
distances de ce point aux quatre points d'intersection de la cir- 
conférence et des sécantes est constante. 

2. Le lieu géométrique du point, tel que la somme des carrés 
de ses distances à deux points fixes soit constante, est une cir- 
conférence dont le centre coïncide avec le milieu de la ligne 
droite qui joint les deux points fixes. 

' 3. La différence des carrés de deux côtés d'un triangle est 
égale à deux fois le produit du troisième côté parla projection de 
la médiane de ce dernier côté sur sa direction. 

Le lieu géométrique du point, tel que la différence des carrés 
de ses distances à deux points fixes soit constante, est une ligne 
droite perpendiculaire à celle qui joint les points fixes. 
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4. Tracer par deux points donnés une circonférence qui di- 
vise en deux parties égales une circonférence donnée. 
" 5. Décrire une circonférence qui passe par deux points donnés 
et touche une ligne droite donnée. 

6. Tracer, par un point donné, une circonférence qui touche 
deux lignes droites données. 

7. Le lieu géométrique du point, tel que les tangentes menées 
de ce point à deux cercles donnés soient égales, est une per- 
pendiculaire à la ligne droite qui joint les centres. — Ce lieu est 
connu sous le nom d'axe radical des deux cercles. 

8. Les axes radicaux de trois cercles considérés deux à deux 
concourent au même point, qu'on appelle centre radical des 
trois cercles. 

9. Tracer, par deux points donnés, un cercle qui touche une 
ligue droite ou un cercle donné. 

10. Quel est le lieu géométrique des centres des cercles qui 
coupent orthogonalement, c'est-à-dire sous un angle droit, 
deux cercles donnés? 

Tous les cercles qui coupent orthogonalement deux cercles 
donnés ont un même axe radical. 

1 1 . Trouver sur la droite qui joint les centres de deux cercles 
deux points*tcls que le produit de leurs distances au centre de 
chaque cercle soit égal au carré du rayon de ce cercle. 

12. Décrire une circonférence qui coupe orthogonalement 
trois circonférences données. 

1 3. Un point A, une ligne droite et un cercle étant donnés, 
trouver sur la droite un point B tel que la tangente au cercle, 
menée parce point, soit égale à la distance DA. 

14. Si, d'un point de l'axe radical de deux cercles, on mène 
des tangentes à deux autres cercles concentriques aux premiers, 
la différence des carrés de ces tangentes est constante. 

15. Les cercles décrits sur les diagonales d'un trapèze comme 
diamètres ont une corde commune, qui passe par l'intersection 
des côtés non parallèles du trapèze. 

16. Si un angle droit tourne autour de son sommet, supposé 
fixe, quel est le lieu géométrique des milieux des cordes des arcs 
qu'il intercepte sur un? circonférence située dans son plan ? 
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Programme : Diviser utie ligne droite en parties égales ou en parties proportion- 
nelles à des lignes données. — Trouver une quatrième proportionnelle à trois 
lignes, une moyenne proportionnelle à deux lignes. — Construire, sur une 
droite donnée, un polygone semblable à un polygone donné. 



PROBLÈME I. 

Diviser une ligne droite en un certain nombre de parties 
égales. 

Soit à diviser la ligne droite À en cinq parties égales ;jeprenils 
sur le côté BC d'un angle quelconque BCD la ligne droite CK 

égale à A, et je porte cinq ibis de suite sur 
Al 1 '" c : 1 r autre côte CD une longueur arbitraire CF. 
A Soient G le quatrième point de division 

/ \ et II le cinquième ; je tire la ligne droite EU, 

/ i à laquelle je mène par le point G la paral- 

,èle GK * 

ft / \ La droite GK divise les deux côtés CE, Cil , 

du triangle CEII en segments proportionnels 
(20, I), puisqu'elle est parallèle au troisième côté. Or le seg- 
ment GH est, par hypothèse, un cinquième du côté CH; donc 
le segment EK est aussi un cinquième du côté CE, ou de la ligne 
droite A. Pour diviser A en cinq parties égales, il suffit dès lors 
de porter cinq fois de suite la longueur EK sur cette ligne. 

• 

PROBLÈME II. 

Diviser une ligne droite A en parties proportionnelles à des 
longueurs données B, C, D. 

am. s 
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Je prends sur le côté EO d'un angle 
quelconque OEK la ligne droite EF égale 
à A, et sur l'autre côté ER les longueurs 
EK, KH, HG, égales respectivement aux 
lignes données B, C, D. Je tire ensuite la 
droite FG, à laquelle je mène les paral- 
lèles HL, KM, par les points II et K. 

Ces parallèles divisent la ligne droite 
EF, ou A, (20, 1, c) en segments propor- 
tionnels aux lignes EK, KH et HG, c'est- 
à-dire aux lignes données B, C et D. 

problème in. 

Construire la quatrième proportionnelle à trois lignes 
droites données A , B, C. 

ai . Je prends sur le côté DE d'un angle quel- 
conque EDG les longueurs DE, DF, égales 
respectivement aux lignes données A, B, et 
sur l'autre côté la longueur DG égale à C. Je 




C- 




tire ensuite la ligne droite EG, à laquelle je 
mène par le point F la parallèle FH. La ligne 
droite DH est la quatrième proportionnelle 
demandée; car, FH étant parallèle à EG, on a (20, 1) 

DE_IK 
DF ~~ DA ' 

c'est-à-dire 

A __C_ 
B - DH * 

Remarque. — Si les lignes B et C sont égales, DH est la troi- 
sième proportionnelle aux deux lignes A et B. 

PROBLÈME IV. 

Construire la moyenne proportionnelle entre 
deux lignes droites données A et B. 

Je prends, sur une droite indéfinie, les lon- 
gueurs CD, DE, égales respectivement aux lignes 
ë données A et B; je décris ensuite une demi- 
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circonférence sur CE comme diamètre, j'élève par le point D une 

perpendiculaire sur CE, et je la prolonge jus- 
qu'au point F où elle rencontre la circonfé- 
rence. 

Cette perpendiculaire est la ligne deman- 
dée, car elle est moyenne proportionnelle 




M D 



E 



(23, 1, c) entre les deux segments CD, DE, du diamètre CE, c'est- 
à-dire entre les deux lignes données A, D. 

Remarque. — La moyenne proportionnelle DF entre deux 
lignes inégales CD, DE, est moindre que leur demi-somme MF. 



m»- 

n , 1 




PROBLÈME Y. 

Construire les deux points conjugués qui divisent une ligne 

droite AB en segments proportionnels à 
deux lignes données m et n. 

Je mène par l'extrémité A de AD une 
droite quelconque AC égale à m, et par 
l'autre extrémité B une parallèle à AC, sur 
laquelle je prends de chaque côté du point B 
les longueurs BD, BE égales à n. Je tire en- 
suite les droites CD, CE, qui rencontrent AB 
aux points F, G, et la divisent en segments 
proportionnels aux lignes m et n. 
En effet, les droites AC, EB, étant paral- 
lèles, les triangles ACG, BEG, sont semblables (21, II) et leurs 
côtés sont proportionnels, de sorte que 

GA __AC 
GB~BE* 

Comme les triangles ACF, BDF sont aussi semblables pour la 
même raison, on a 

FA AC 
FB~~BD' 

et, par suite, à cause de l'égalité des lignes BD, BE : 

GA FA w 

GB ~~ FB ~~ n ' 
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PROBLÈME VI. 

Construire deux lignes droites dont la somme et le produit 
soient donnés. 

Soit BC la somme des deux lignes demandées dont le produit 

ai égale le carré de la ligne droite donnée A; je 

décris une demi-circonférence sur BC comme 
*"*\ diamètre, j'élève par le point B la perpendicu- 
j laire BD sur ce diamètre, et je prends sur celle 
c ligne une longueur BD égale à A. Je mène en- 
suite par le point D et parallèlement à BC la droite DE qui coupe 
la circonférence aux deux points E et F. 

•La sécante DF et sa partie extérieure DE sont les deux lignes 
cherchées : en effet, leur produit égale le carré de la tangente 
BD, ou A 2 (23, 1, c), et pour démontrer que leur somme égale BC, 
il suflil de remarquer que la perpendiculaire OM, abaissée du 
centre 0 sur la sécante, divise la corde EF en deux parties égales; 
car la somme DE+DF est égale au double de MD ou du rayon 
OB, c'est-à-dire égale au diamètre BC. 

Remarque. — La ligne droite DE ne rencontre la circonfé- 
rence qu'autant que la ligne BD n'est pas plus grande que le 
rayon. Le problème proposé n'est donc possible que si la droite 
donnée A est moindre que la moitié de la somme BC, ou égale au 
plus à cette moitié. 

0 

PROBLÈME VU. 

Construire deux lignes droites dont la différence et le pro- 
duit soient donnés. 

Soit BC la différence des deux lignes droites 
demandées dont le produit égale le carré de la 
ligne donnée A ; je décris une circonférence 
sur BC comme diamètre, j'élève par le point B 
la perpendiculaire BE sur ce diamètre, et je 
prends sur cette ligne une longueur BE égale t 
A. Je tire ensuite la sécante EG par le point E et le centre D de 
la circonférence. 




t 
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Cette sécante et sa partie extérieure EF sont les Jeux lignes 
droites cherchées ; car leur différence FG est égale à BC, et leur 
produit égal à BE a , ou à A a (23, VII). 

PROBLÈME VU!. 

Diviser une ligne droite AB en moyenne et extrême raison, 




c'est-à-dire en deux parties 
AC, BC, telles que la plus 
grande AC soit moyenne 
proportionnelle entre l'au- 



tre partie BC et la ligne entière AB. 

Je suppose le problème résolu : soit C le point demandé; j'ai 
dès lors 

AB AC 
AC ~" BC ' 

Kn appliquant à cette égalité une propriété connue des rapports 
égaux, j'en déduis 

AB + A C _ AB 
AC + BC ~~ AC 5 

or la droite AB est la somme des deux lignes AC, BC, donc 

(AB + AC) AC = AB 2 . 

Cette nouvelle égalité montre que pour avoir le point C, il faut 
construire deux lignes AB + AC, AC, dont la différence soit égale 
à AB et le produit égal à AB 2 ; puis prendre sur AB, à partir du 
point A, une longueur égale à la plus petite de ces deux lignes. 
De là résulte cette construction : 

J'élève par le point B, sur la droite AB, la perpendiculaire 
BO égale à la moitié de AB; je décris, du point 0 comme cen- 
tre, une circonlérence de cercle avec le rayon OB, et je tire la 
sécante AE par le point A et le centre du cercle. La sécante 
«•ntière AE et sa partie extérieure AD sont les deux lignes dont 
la différence est égale à AB et le produit égal à AB 2 (20, VII). 
En prenant dès lors sur AB une longueur AC égale à la ligne AD, 
j'aurai le point C qui divise AB en moyenne et extrême raison. 

Corollaire. — Si je désigne par a la longueur de la droite AB, 
j'ai dans le triangle rectangle A* >B : 
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AO* = AB a + BO*. 

ou 

A0 i = flf + T = X- 

Or AC est égale à AO — BO , donc 

l'autre segment BG de la droite AB est égal à V*>) , 



B r. a C 




Remarque. — Le problème précédent n'est qu'un cas parti- 
culier de celui-ci : Sur la droite gui passe par deux points 
donnés A e/ B, trouver un point G tel que sa distance au point 
A soit moyenne proportionnelle entre sa distance au point B et 
la ligne AB. 

Le point G, donné par la construction précédente, satisfait 
évidemment aux conditions de ce nouvel énoncé ; mais il existe 
sur l'un des prolongements de la droite AB un autre point jouis- 
sant de la même propriété. Ce point ne se trouve pas à gauche 
du point B, puisque sa distance au point A ne peut être à la fois 
plus grande que sa distance au point B et que la longueur AB ; 
il faut doue le chercher à la droite du point A. Soit C sa posi- 
tion ; ou a dès lors 

BC AC' 
AC ~~ AB 

et, parsuite, 

BC — AC _ AC 

AC — AB ~~ AB ' 
Or la droite AB est égale à la différence des deux lignes BC H 
AC, donc 

(AC — AB) AC = AB 2 . 

Cette égalité montre que pour avoir le point C, il faut construire, 
comme dans le problème précédent, deux lignes AC — AB. AC, 
dont la différence soit égale à AB, et le produit égal à AB* 2 , puis 
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prendre sur AB, à la droite du point A, une longueur égale 
à la plus grande de ces deux lignes, c'est-à-dire égale à In 
sécante AE. 

Le nouveau problème a donc deux solutions qu'on obtient 
par la même construction, puisque la différence des deux in- 
connues AC et AC est égale à AB et leur produit égal à AB 2 . 
En désignant, comme dans le corollaire précédent, la longueur 
AB par a, on trouve 

„_a(l + v 5) 



AC' = 



et 



BC = 



„_ tf(3 + V 5) . 
2 

Ces expressions des segments AC, BC, AB', BC, sont utiles a 
connaître, parce qu'on les trouve souvent dans la résolution des 
problèmes. 

PROBLÈME IX. 

Construire sur une ligne droite donnée un triangle ou un 
c polygone semblable à un triangle ou à un 
polygone donné. 

1° Pour construire sur la ligne droite ab un 
triangle semblable au triangle ABC, je sup- 
pose ab homologue au côté AB, et je fais 
l'angle bac égal à BAC, l'angle abc égal à ABC. 
Le triangle abc est semblable au triangle 
ABC (21, II), puisqu'ils ont les angles égaux 
chacun à chacun. 

2° Soit à construire sur la ligne droite de un 
polygone semblable au polygone DEFGII; je 
suppose cette ligne homologue au côté DE, et 
je décompose en triangles le polygone DEFGH, 
en menant du sommet D les diagonales DF, 
DG. Je fais ensuite sur de le triangle def sem- 
blable au triangle DEF, puis sur df le triangle 
dfg semblable au triangle DFG, et enfin sur 
dg le triangle semblable au triangle DGH. 
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Le polygone defgh est semblable au polygone DEFGB ; car 
ils sont composés d'un même nombre de triangles semblables et 
semblablement placés (22, VIII). 

PROBLÈMES. 

1 . D'un point pris dans le plan d'un angle, tracer une ligne 
droite qui soit divisée dans un rapport donné par ce point et 
les côtés de l'angle, prolongés au delà du sommet s'il est né- 
cessaire. 

2. D'un point pris dans le plan d'un angle, tracer une ligne 
droite qui soit divisée par ce point et les côtés de l'angle en 
deux segments dont le produit égale le carré d'une ligne 
donnée. 

3. Inscrire dans un cercle un triangle tel que ses côtés, pro- 
longés s'il est nécessaire, passent par deux points donnés A, B, 
et interceptent sur la circonférence un arc dont la corde soit pa- 
rallèle à la droite AB. 

4. De l'extrémité A du diamètre AB d'un cercle, tracer une 
sécante telle que la somme ou la différence des distances' du 
point A aux deux points dans lesquels cette sécante coupe le cer- 
cle et la tangente, menée à l'autre extrémité B du diamètre AB, 
soit égale à une ligne donnée. 

5. Construire un polygone qui soit semblable à un polygone 
donné, et dont le périmètre égale une ligne droite donnée. 

6. Construire un parallélogramme qui soit semblable à nu 
parallélogramme donné, et dont les côtés coupent une ligne 
droite donnée en quatre points donnés. 

7. Mener par deux points donnés, deux parallèles, formant 
avec deux parallèles données un parallélogramme dont les côtés 
soient proportionnels à deux lignes m et n. 

8. Tracer sur le plan d'un triangle une ligne droite, telle que 
les distances des sommets de ce triangle à cette droite soient 
proportionnelles à des lignes données m, », p. 

y 9. Tracer deux cercles qui soient tangents l'un à l'autre et 
touchent une ligne droite en deux points donnés, la somme ou 
la différence de leurs rayons étant égale à une ligne donnée. 
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Programme : Polygones réguliers. — Tout polygone régulier peut être inscrit et 
circonscrit à un cercle. — Le rapport des périmètres de deux polygones régu- 
liers, d'un même nombre de côtés, est le même que celui des rayons des cercles 
circonscrits ". — Le rapport d'une circonférence à son diamètre est un nombre 
constant. 



DÉFINITIONS. 

1. On appelle polygone régulier tout polygone, convexe nu 
concave, qui a ses côtés égaux et ses angles égaux. Le triangle 
équilatéral et le carré sont des polygones réguliers. 

2. Un polygone est inscrit dans un cercle lorsque tous ses 
sommets se trouvent sur la circonférence de ce cercle. Récipro- 
quement, on dit que le cercle est circonscrit au polygone. 

Un polygone est circonscrit à un cercle, lorsque tous ses côtés 
sont tangents à la circonférence de ce cercle. On dit alors que le 
cercle est inscrit dans le polygone. 

3. On appelle limite d'une grandeur variable une grandeur 
fixe, de laquelle la grandeur variable peut approcher indéfini- 
ment sans pouvoir l'égaler. 

THÉORÈME 1. 

Tout polygone régulier ABCD peut être inscrit dans le 

cercle et lui être circonscrit. 

* 

* La longueur de la circonférence du cercle sera considérée, sans démonstration, 
comme la limite vers laquelle tend le périmètre d'un polygone inscrit dans cette 
courbe, à mesure que ses côtés diminuent indéfiniment. 
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Je dis : 1° que la circonférence tracée par trois sommets 
consécutifs A, B, C, passe par le sommet suivant D. 
Par les milieux K et L des côtés AB, BC, du polygone, j'élève 

des perpendiculaires sur AB et BC; ces per- 
pendiculaires se coupent au point 0, qui est 
le centre de la circonférence déterminée par 
les trois sommets A, B et C. Pour démontrer 
que la ligne droite OD est égale au rayon OA 
de cette circonférence, je superpose les deux, 
quadrilatères OLBA, OLCD, en pliant la 
ligure suivant la ligne droite OL ; comme les 
angles droits OLB, OLC sont égaux, le coté LC prend la direction 
de LB et le point C s'applique sur le point B, puisque L est le 
milieu du côté BG. Pareillement, les angles LCD, LBA du poly- 
gone régulier étant égaux, ainsi que ses côtés CD, BA, la droit* 
CD prend la direction de BA, et le point I) se place sur le point A. 
Or, les lignes droites OD, OA, dont les extrémités coïncident, 
sont égales ; donc la circonférence décrite du point 0 comme 
centre, avec le rayon OA, passe par le sommet D. 

Je prouverais de même que cette circonférence passe par les 
autres sommets du polygone ABCD....; ce polygone régulier 
peut donc être inscrit dans un cercle. 

2° Les côtés AB, BC, etc., du polygone ABC... étant des 
cordes égales du cercle circonscrit, les perpendiculaires OK, OL, 
etc., abaissées du centre 0 sur ces cordes, sont aussi égales 
(13, 1) ; la circonférence décrite du point 0 comme centre, avec 
le rayon OK, passe dès lors par les milieux K, L, etc., des côtés 
AB, BC, etc., et est tangente à chacune de ces lignes (13, II). 
Par conséquent, le polygone régulier ABC... peut être circon- 
strict à" un cercle. 

Remarque. — Le point 0, qui est à la fois le centre de's cer- 
cles inscrit et circonscrit, se nomme centre du polygone régulier. 

On désigne sous le nom de rayon et $ apothème du poly- 
gone régulier le rayon du cercle circonscrit et celui du cercle 
inscrit. 

On appelle angle au centre du polygone régulier l'angle de 
deux rayons consécutifs OA, OB. Les angles au centre sont égaux, 
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puisqu'ils interceptent des arcs égaux (15, I) sur la circon- 
férence circonscrite ; le rapport de chacun de ces angles à 

l'angle droit est donc égal à n étant le nombre des côtés 

du polygone. 

THÉORÈME II. 

Si Ton partage une circonférence en un nombre quelconque 
d'arcs égaux AB, BC, CD, etc., 1° les cordes de ces arcs forment 
un polygone régulier convexe, inscrit dans la circonférence. 

2° Les tangentes, menées par les points de division, forment 
aussi un polygone régulier convexe, circonscrit à la circon- 
férence. 

i° Les arcs AB, BC, CD, etc., étant égaux, leurs cordes sont 
égales (11, III), et le polygone inscrit ABC... a ses cotés égaux. 
„ Je dis que ses angles sont aussi égaux entre eux ; 

Oen effet, l'angle inscrit ABC a pour mesure 
P (15, IV) la moitié de la somme des arcs AI), 
C DC, compris entre ses cotés ; l'angle inscrit BCD 
£ a de même pour mesure la moitié de la somme 
des arcs BA, AI), compris entre ses côtés. Or les 
arcs DC et BA sont égaux ; donc l'angle ABC est 
égal à l'angle BCD. Je démontrerais pareillement l'égalité des 
autres angles du polygone inscrit ABCD...., qui est dès lors ré- 
gulier. 

2° Le polygone EFG..., formé par les tangentes menées à la 
circonférence par les points A, B, C, etc., est aussi régulier. Eu 
effet, je remarque d'abord que chacun des triangles EAB, FBC, 
etc., est isocèle, puisque les tangentes menées à un cercle parmi 
point extérieur sont égales (19, VI); et je dis que ces triangles 
sont égaux, parce qu'ils ont un côté égal adjacent à deux angles 
égaux chacun à chacun. Soient, par exemple, les deux triangles 
EAB, GCD : leurs côtés AB, CD, sont égaux par suite de l'hypo- 
thèse; l'angle EAB, qui a pour mesure la moitié de l'arc AB 
(15, IV, c), est égal à l'angle GCD mesuré par la moitié de l'are 
CD. 11 en est de même des angles EBA, 60C ; donc les triangles 
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EAB, GCD sont égaux. De là résultent: Inégalité des angles 
E, F, G, etc., du polygone; 2° l'égalité des tangentes EB, FB, FC, 
GC, etc., et par suite, celle des côtés EF, FG, etc., du polygone 
qui est dès lors régulier. 

Corollaire. — Lorsqu'on divise une circonférence en un cer- 
tain nombre de parties égales AB, BC,etc, en dix par exemple, 

et qu'à partir de k, on joint les points de 
division de n en n par des lignes droites, n 
étant un nombre entier moindre que la 
moitié de 10, on forme un polygone régulier 
concave de 10 côtés, sin est premier avec 10. 
Mais, lorsque les noinbres n et 1 0 ne sont 
pas premiers entre eux, et que d est leur 
plus grand commun diviseur, le polygone régulier, ainsi con- 

10 

struit, n'a que -p côtés. 

Je suppose d'abord n égal à 3 et, par suite, premier avec 
10; je joins dès lors, de trois en trois, à partir de A, les dix 
points A, B, C, D, etc., qui divisent la circonférence en dix par- 
ties égales, c'est-à-dire que je prends, à la suite les uns des au- 
tres, des arcs égaux à l'arc AD qui représente les trois dixièmes 
de la circonférence, et je tire les cordes de ces arcs. Comme les 
deux nombres 3 et 10 sont premiers entre eux, leur plus petit 
commun multiple est égal à 3 X 10 ou 30; par conséquent la 
somme de 10 arcs égaux à AD égale 3 fois la longueur de la cir- 
conférence, et c'est le plus petit multiple de l'arc AD qui con- 
tienne un nombre exact de fois la circonférence. Les cordes 
«le ces 10 arcs forment dès lors une ligne polygonale fermée, 
puisqu'elle commence au point A et se termine au môme point. 
Cette ligne a dix cotés et, par suite, dix sommets qui ne sont 
autres que les dix points de division de la circonférence ; elle 
forme donc un décagone régulier concave, car ses côtés sont évi- 
demment égaux, ainsi que ses angles, et chacun de ses côtés 
traverse sa surface. 

Je suppose en second lieu n égal à 4, nombre qui n'est pas 
premier avec 10, c'est-à-dire que je joins de quatre en quatre 
les dix points de division de la circonférence. Je reviens alors 
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au point de départ A, après avoir tracé les cordes de 5 arcs con- 
sécutifs, égaux à l'arc AE qui représente les quatre dixièmes 
de la circonférence; car la somme de ces 5 arcs égale 5 fois 
4 

les de la circonférence ou 2 fois la longueur de cette courbe. 

Le polygone régulier concave formé de cette manière n'a donr 
que 5 côtés, c'est-à-dire autant qu'il y a d'unités dans le quo- 
tient du nombre iO par le plus grand commun diviseur 2 des 
nombres 10 et 4. 

On a donné le nom de polygone étoile à tout polygone régu- 
lier concave, à cause de sa forme. Il y a un seul pentagone 
étoilé, trois heptagones étoilés, un seul octogne étoilé, un seul 
décagone étoilé, etc. 

Remarque. — Si l'on inscrit dans un cercle donné un poly- 
gone régulier convexe, par exemple un hexagone, et ensuite les 

O polygones réguliers dont le nombre des cotés 
est de deux en deux fois plus grand, c'est-à- 
dire les polygones de 12, 24, 48, etc., côtés; 
les périmètres de ces polygones vont en crois- 
sant, tout en restant moindres que la circon- 
férence dans laquelle ils sont inscrits et dont 
ils s'approchent indéfiniment. Il en est de 
mémo de leurs surfaces qui diffèrent de moins en moins du 
cercle. On exprime ces faits en disant que la circonférence et le 
cercle sont les limites vers lesquelles tendent le périmètre et 
la surface d'un polygone régulier inscrit dont le nombre des 
côtés augmente indéfiniment; et, d'après le programme, on 
regarde comme acquis au cercle, ou à sa circonférence, toute 
propriété démontrée pour la surface ou le périmètre d'un poly- 
gone régulier, indépendamment du nombre et de la grandeur 
de ses côtés. 

THÉORÈME III. 

1° Deux polygones régidiers qui ont le même nombre de côtés 
sont semblables. 

2° Le rapport des périmètres de ces polygones est le même 
que celui de leurs rayons ou de leurs apothèmes. 
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Soient les hexagones réguliers ABC..., ABC... ; je dis l°qirils 
sont semblables. 

En effet, la somme des angles de l'hexagone ABC égale 2x4 

ou 8 angles droits (9, IV); par 
suite, chaque angle de ce poly- 

Q 

gone régulier égale les g d'un an- 
gle droit. 11 en est de même de 
chacun des angles de l'hexagone 
régulier A BC; les polygones ABC, ABC ont donc les angles 
égaux chacun à chacun. De plusieurs cotés sont proportionnels, 

car les rapports pgj , ^ , etc., sont identiques d'après l'hypo- 
thèse; par conséquent, ces polygones sont semblables. 

2° Soient 0 et ()' les centres des hexagones ABC, A BC ; je 
lire les rayons OA, OB, O'A', O B', et les apothèmes OM, OU'. 
Ces polygones étant, semblables, leurs périmètres sont propor- 
tionnels à deux côtés homologues quelconques, par exemple AB, 
A'B' (21, IX). Or les triangles isocèles OAB, O'A'B', ont les angles 
0, 0', égaux et compris entre côtés proportionnels; donc ils sont 
semblables (21, III), et le rapport deAB à A'B' égale celui de 
<>A à O'A'. Les périmètres ABC, A BC, sont par suite propor- 
tionnels aux rayons OA, O'A'. 

Enfin, les triangles rectangles OAM, O'A'M', dont les angles 
aigus AOM, A'O'M' sont égaux comme moitiés des angles au cen- 
tre égaux AOB, A'OTÎ', sont semblables (21, H), et le rapport 
des rayons OA, O'A', égale celui des apothèmes OM, O M'. Donc 
les périmètres ABC, A BC, sont aussi proportionnels aux apo- 
thèmes OM,Oir. 

THÉORÈME IV. 

Deux circonférences sont proportionnelles à leurs rayons. 

J'inscris, dans deux circonférences dont les rayons sontR et r, 
deux polygones réguliers ayant le même nombre de côtés, par 
exemple deux hexagones ; le rapport des périmètres de ces 
polygones est égal à celui de leurs rayons R et /• (III). Si j'inscris 
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ensuite les polygones réguliers dont le nombre des côtés est deux 
fois plus grand, c'est-à-dire les polygones de 1 2 côtés, le rapport 

de leurs côtés est aussi égal 




à celui des rayons R et r. 
Cette relation entre les péri- 
mètres des polygones régu- 
liers, semblables et inscrits 
dans les circonférences don- 
nées, a donc lieu, quels que 



soient le nombre et la gran- 
deur de leurs côtés; par conséquent, elle existe aussi pour les 
limites de ces périmètres, c'est-à-dire que le rapport des deux 
circonférences R et r est le même que celui de leurs rayons. 

Corollaire I. — - Le rapport (Tune circonférence à son diamè- 
tre est constant. 

Car, les circonférences étant proportionnelles à leurs rayons 
ou à leurs diamètres, le rapport d'une circonférence quelconque 
R à son diamètre 2R égale celui de toute autre circonférence r à 
son diamètre 2/\ 

Ce rapport constant, qu'on désigne ordinairement par la 
lettre grecque *, est égal à 3,14159265358979... ; le géomètre 
Lambert a prouvé, en 1761, que ce nombre est irrationnel, 
mais sa démonstration ne peut être donnée dans ces Leçons de 
(jéométne élémentaire. Deux cent cinquante ans avant notre 
ère, Archimède a trouvé, pour la première fois, que w est com- 
pris entre les nombres 3 ^ et 3 ~ ; on se sert généralement 

du plus grand, 3 ^ , qui surpasse * de moins d'un demi-cen- 
tième. Adrien Métius, géomètre du xvi* siècle, a donné pour 

355 

valeur approchée du même rapport, le nombre jyg qui n'en 

diffère pas d'un demi-millionième, et qui est remarquable par 
la manière dont il est formé avec les trois premiers nombres 
impairs 1, 3 et 5. 

Il résulte de ce que le rapport d'une circonférence à son dia- 
mètre est constant que, pour calculer la longueur d'une cir- 
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conférence dont le diamètre est donné, il faut multiplier ce 
diamètre par le nombre % ; et réciproquement, pour calculer la 
grandeur du diamètre d'une circonférence donnée , il faut divi- 
ser cette circonférence par le nombre Ces deux règles sont 
comprises dans la formule suivante : 

Cire R = 2KXrc, 

c'est-à-dire 

CircR = 2*R. 

Corollaire II. — Calculer la longueur I rf un arc de n degrés, 
le rayon R de cet arc étant donné. 

La circonférence décrite avec le rayon R étant égale à 2 * R, 
Tare d'un degré, qui en est la trois-cent-soixantième partie, 

a pour mesure ou ; l'arc (Je n degrés a donc pour me- 
sure n fois ou On a par suite la formule 

qui sert à calculer Tune des trois quantités /, R, », lorsque les 
deux autres sont données. 



THÉORÈME V. 

Deux arcs semblables, c'est-à-dire deux arcs qui ont le même 
nombre de degrés dans des circonférences différentes, sont pro- 
portionnels à leurs rayons. 

Soient R, R', les rayons et /, /', les longueurs de deux arcs 
semblables dont le nombre des degrés est;*; on a (IV) : 

'~Ï8Ô' et Ï8Ô' 

En divisant ces égalités membre à membre, on trouve 

/ _ R 
?'~R" 

c'est-à-dire que les arcs semblables sont proportionnels à leurs 
rayons. 
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THÉORÈME VI. 

Si du sommet d'un anyle BCD, comme centre, on décrit une 
circonférence avec un rayon quelconque CB, 
/ et qu'on prenne pour unité l'angle au centre 
ÀCB qui intercepte un arc AB égal au rayon, 
l'angle BCD a pour mesure le rapport de l'arc 
BD, compris entre ses côtés, au rayon CB. 
En effet, on a (15, II) 

BCD _ BD. 
ACB - AB ; 

mais Tare AB est égal par hypothèse au rayon CB ; par consé- 
quent 

BCD _ BD 
ACB ~~ CB ' 

Cette égalité démontre le théorème énoncé ; car le rapport 
5^5, ou son égal exprime la mesure de l'angle BCD, 

puisqu'on prend l'angle ACB pour unité. 

Remarque I. — Si on désigne par a la mesure de l'angle BCD 
évalué au moyen de l'unité précédente, par R le rayon CB et 
par / la longueur de l'arc BD, ces trois quantités sont liées par 
la relation 

l = a\\ 

qui est d'une très-grande utilité dans la Trigonométrie. 

Remarque IL — Pour calculer le nombre des degrés contenus 
dans l'unité d'angle ACB, il suffit de supposer/ égal à R dans la 
formule connue (IV, c) 

. irRrc 

Ï8Ô' 

et d'en déduire ensuite la valeur de n ; on trouve 

1 sn 

7z = 10U =o7°i7'44". 

T. 

AU. 9 
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. 

PROBLÈMES NUMÉRIQUES. 

1. Calculer, à moins d'un millimètre, et sans le secours des 
logarithmes, la circonférence qui a pour rayon la diagonale d'un 
carré de 0 m ,5 de côté, et faire voir que l'on a obtenu l'approxi- 
mation demandée. 

2. Calculer, à moins d'un kilomètre, le rayon de la circon- 
férence de la terre. 

3. Calculer, à moins d une seconde, le nombre des degrés 
d'un arc égal à son rayon. 

4. Calculer le rayon d'un arc de 25° 15' dont la longueur est 
de 8",50. 

5. Deux arcs de môme longueur ont été décrits a\ec de> 
rayons de 0 m ,25 et de 0 œ ,18. L'un est de 15° 20'; quel est lu 
nombre des degrés de l'autre? 

PROBLÈMES GRAPHIQUES. 

1 . Décrire une circonférence égale à la somme, ou à la diffé- 
rence de deux circonférences données. 

2. Si deux polygones réguliers semblables sont placés de telle 
sorte que l'un soit inscrit et l'autre circonscrit au même cercle, 
la circonférence de ce cercle est moyenne proportionnelle entre 
la circonférence inscrite dans le premier polygone et la circon- 
férence circonscrite au second. 

3. Si on fait rouler un cercle dans un autre cercle de rayon 
double, de manière qu'ils soient toujours tangents, un point de 
la circonférence du cercle mobile décrira un diamètre du cer- 
cle fixe. 

4. Lorsqu'on divise une circonférence en n parties égales par 
es points A, B, C, etc., et qu'à partir de À on joint ces points 
de 2 en 2, de 3 en 3..., et, en général de h en h par des lignes 
droites, on forme un polygone régulier concave de n côtés, si 
les nombres n et h sont premiers entre eux. 

Mais, si ces nombres ne sont pas premiers entre eux, et que 
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d soit leur plus grand diviseur commun, le polygone régulier 

concave n a que ^ cotes. 

5. Il y a autant de polygones réguliers de n côtés que d'u- 
nités dans la moitié du nombre qui exprime combien il existe de 
nombres entiers moindres que n et premiers avec lui. 

6. La somme des angles intérieurs, formés par les côtés 
consécutifs d'un polygone régulier de n côtés, est égale à au- 
tant de fois deux angles droits qu'il y a d'unités dans n — %h, 
// étant le nombre de fois que l'arc sous-tendu par le côté 
du polygone contient la ?? ie,ne partie de la circonférence circon- 
scrite. 

La somme des angles extérieurs, formés par chaque côté et 
le prolongement du côté précédent, est égale à 4A angles droits. 



Digitized by Google 



VINGT-HUITIÈME ET VINGT-NEUVIÈME LEÇON 

Programme : Inscrire dans un cercle de rayon donné un carré, un hexagone ré- 
gulier, un décagone régulier. — Manière d'évaluer le rapport approché de la 
circonférence au diamètre, en calculant les périmètres des polygones régu- 
liers de 4, 8, 16, 3?...., côtés, inscrits dans un cercle de rayon donné. 



PROBLÈME I. 

Inscrire un carré dans un cercle dotiné OA. 
Je tire deux diamètres AC, BD, perpendiculaires l'un à l'autre, 

et je joins leurs extrémités par les cordes AB, 
BC, CD, DA. Le quadrilatère ABCD est un 
carré (26, II) ; car la circonférence OA est 
divisée en quatre parties égales (15, 1) par 
les quatre angles au centre AOB, BOC, COI), 
u DOA, qui sont égaux comme droits. 

Pour calculer le rapport du côté AB au rayon AO, il suflit de 
remarquer que le triangle ABO est rectangle, et qu'il donne : 

AB* = AO 2 -f- BO* = 2A0 2 ; 

en effet, il en résulte que 

AB * 

Cette égalité montre que le rapport du côté d'un carré au rayon 
du cercle circonscrit est irrationnel ; elle sert à calculer l'une 
de ces deux lignes, lorsque l'autre est donnée. 

Corollaire. — Si on divise en deux parties égales les arcs 
sous-tendus par les côtés du carré ABCD, les points de division 
et les sommets du carré partageront la circonférence OA en 
huit arcs égaux ; on inscrira donc l'octogone régulier en traçant 
les cordes de ces arcs. 
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Pour inscrire le polygone régulier de 16 côtés, on divisera 
en deux parties égales les arcs sous-tendus parles côtés de l'oc- 
togone régulier, et on tracera les cordes des moitiés de ces arcs. 
En continuant ainsi cette bissection, on obtiendra les polygones 
réguliers de 32, 64 côtés. 

PROBLÈME II. 

Inscrire un hexagone régulier , un triangle équilatéral dam 
un cercle donné OA. 

1° Soit AB le côté de l'hexagone régulier inscrit dans le 
cercle OA ; je dis qu'il est égal au rayon. 

En effet, l'angle AOB du triangle isocèle 
4 2 

OAB égale g 011 3 d'angle droit , puisque 

c'est l'un des angles au centre de L'hexagone 
(27, I); la somme des deux autres angles 

2 4 

A, B, de ce triangle égale dès lors 2 angles droits moins g, ou g 

d'angle droit ; mais ces angles sont égaux, donc chacun d'eux 
2 

vaut g d'angle droit, et le triangle OAB est équilatéral; le côté 

AB de l'hexagone régulier est par suite égal au rayon OA. Pour 
construire ce polygone, il sulfit donc de tirer dans le cercle six 
cordes consécutives qui soient égales au rayon. 

2° On inscrit le triangle équilatéral BDF, en traçant les cordes 
BD, DF,FB, quijoignentde deux en deux les sommets de l'hexa- 
gone régulier ; car les trois points B, D, F, divisent évidemment 
la circonférence en trois parties égales. 

Pour calculer le rapport du côté BD au rayon OA, je tire le 
diamètre AD ; l'angle ABD du triangle BAD étant droit(l 5, IV, c), 
j'en conclus successivement : 

BD 2 = AD 2 — AB 2 = 4A0 2 — AO 2 , 

ou 

BD 2 = 3A0 2 , 

et, par suite, 

BD - 




;l3i GÉOMÉTRIE. 

Cotte égalité prouve que le rapport du côté du triangle équi- 
latéral au rayon du cercle circonscrit est irrationnel ; elle 
sert à calculer l'une de ces deux lignes, lorsque l'autre est 
donnée. 

Gohollairb. — Pour inscrire dans le cercle OA les polygones 
réguliers de 12, 24, 48, etc., côtés, on divise en 2, 4, 8, etc., 
parties égales les arcs sous-tendus par les cotés de l'hexagone 
régulier inscrit, et l'on tire les cordes des nouveaux arcs. 

PROBLÈME III. 

Inscrire un décagone régulier dans un cercle donné OA. 

Soit ÀB le coté du décagone régulier inscrit 
dans le cercle OA; je dis qu'il est égal au plus 
grand segment du rayon, divisé en moyenne et 
extrême raison. 

Kn effet, l'angle AOB du triangle isocèle OAB 

vaut ou | d'angle droit, puisque c'est l'un des angles au 

centre du décagone (27, 1). La somme des deux autres angles 

2 

A, B, de ce triangle égale dès lors 2 angles droits moins g , ou 
8 

g d'angle droit ; mais ces angles sont égaux, donc chacun d'eux 
4 

égale g d'angle droit, ou le double de l'angle AOB. 

Cela posé, je divise l'angle BAO en deux parties égales par 
la droite AC ; cette ligne partage le côté OB du triangle OAB en 
segments proportionnels aux côtés adjacents (20, 1), c'est-à-dire 
que 

A0_0C 
AB ~ BC * 

Or, les angles COA, CAO, du triangle OAC sont égaux, puis- 

2 

qu'ils valent chacun g d'angle droit ; donc les côtés CO, CA, 

opposés à ces angles, sont égaux. Le triangle ABC a aussi deux 
angles égaux, car l'angle ACB, extérieur au triangle OAC, égale 
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la somme des deux angles intérieurs AOC, CAO, c'est-à-dire 
4 

d angie droit, comme l'angle ABC ; le côté AB égale dès lors 

AC et, par suite, OC. En remplaçant dans l'égalité précédente 
les côtés AO, AB par les lignes OB, OC qui leur sont respective- 
ment égales, on a 

OB_OC. 
OC~BC ; 

par conséquent le point C divise le rayon OB en moyenne et 
extrême raison, et le côté AB du décagone régulier inscrit est 
égal au plus grand segment OC de ce rayon 

Remarque. — Si on désigne par R le rayon OA du cercle 
donné, le côté AB du décagone régulier inscrit est égal à 

R (25, VIII). 

Corollaire ï. — En joignant de deux en deux, par des lignes 
droites, les sommets du décagone régulier, on inscrit le penta- 
gone régulier, puisque chaque côté de ce polygone sous-tend 
2 1 

un arc égal à ou g de la circonférence. 

Pour calculer le rapport du côté de ce penlagone au rayon 

du cercle circonscrit, on se sert du théorème suivant que je 

vais démontrer : Le carré du cité du pentagone régulier égale 

la somme des carrés du côté du décagone régulier et du rayon. 

Soient AB et BC les côtés du pentagone et 

!^V"7\s. du décagone réguliers, inscrits dans le cer- 

k jC^v / \\ cle OA. L'angle CBO du triangle isocèle OBC 

© n k 4 

V J vaut g d'angle droit d'après ce qui précède ; 

il égale donc l'angle au centre AOB du penta- 
gone. Or ces angles sont alternes-internes par rapport aux 
droites OA, BC; donc ces lignes sont parallèles. 

Cela posé, je trace par le point 0 une parallèle à la droite 
AB, et, du point D où elle rencontre la droite BC, je mène la 
tangente DE au cercle OA. Le quadrilatère ABDO étant un pa- 
rallélogramme, le côté BD est égal au rayon OA, et le côté OD 
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égal à BÀ ; je remarque en outre que la tangente DE est égale au 
côté BC du décagone régulier, puisque chacune de ces lignes est 
moyenne proportionnelle entre la sécante DB et sa partie exté- 
rieure DC. Les trois côtés OD, DE, OE du triangle rectangle ODE 
sont donc égaux respectivement aux côtés du pentagone et du 
décagone réguliers inscrits dans le cercle OA, et au rayon de ce 
cercle, de sorte qu'on a 

0D 3 = 0E 2 H- DE 2 . 

En remplaçant dans cette égalité les lignes OE et DE par leurs 
valeurs en fonction du rayon, on trouve 

0D = y/l^ + K 2( -^-^ 

ou 

OD^^V^Ô— 2\'5. 

Corollaire II. — Si l'on joint de trois en trois les sommets du 
décagone régulier convexe par des lignes droites, on forme le dé- 
cagone étoilé (27, II, c) ; je dis que la différence des côtés des 
deux décagones réguliers, inscrits dans le même cercle, est égale 
au rayon, et leur produit égal au carré du rayon. 

En effet, soient AB et AC les côtés du décagone régulier con- 
vexe et du décagone étoilé, inscrits dans le cercle OA ; je tire le 
A diamètre AD et les rayons OB, OC. La droite AC 

/^^J\ divise en deux parties égales l'arc AD, et par 
/ /\\ suite l'angle BAD, puisque chacun des arcs BC, 
l ^-^c CD est le double de l'arc AB ; il résulte aussi de 
^/ la démonstration du problème III, que cette droite 
u qui renconte le rayon OB au point E, le divise en 

moyenne et extrême raison, et que les lignes OE, AE sont égales 
à AB. Par conséquent, l'excès du côté AC du décagone étoilé 
sur le côté AB du décagone convexe est égal à CE. Or, l'angle ACO 
du triangle isocèle OAC égale l'angle CAO, et par suite l'angle 
BAC, donc les triangles OCE, ABE ont deux angles égaux chacun 
à chacun, et sont semblables. Mais le triangle ABE est isocèle, 
donc le triangle OCE l'est aussi, et la différence CE des côtés des 
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deux décagones réguliers est égal au rayon OC du cercle cir- 
conscrit. 

Je remarque ensuite que les triangles isocèles OAC, OAE, qui 
ont un angle commun OAC, adjacent à leurs bases AC, AO, sont 
équiangles et semblables ; on a dès lors 

AC_AO 
ÀO ~~ AE " 

En remplaçant, dans cette égalité, la ligne AE par AB qui lui est 
égale, on en déduit 

AC X AB = AO 2 ; 

ce qui démontre que le produit des côtés AC, AB, des deux dé- 
cagones réguliers est égal au carré du rayon. 

Il résulte des deux propriétés précédentes qu'on peut obtenir 
les côtés des deux décagones réguliers par la môme construc- 
tion, c'est-à-dire en cherchant deux lignes dont la différence 
soit égale au rayon et le produit égal, au carré du rayon. La 
plus grande de ces deux lignes sera le côté du décagone étoile, 
et la plus petite, le côté du décagone convexe. Mais cette con- 
struction n'est autre que celle par laquelle on divise le rayon 
en moyenne et extrême raison ; par conséquent, les deux solu- 
tions qu'on trouve en généralisant cette dernière question cor- 
respondent aux deux manières d'inscrire un décagone régu- 
lier dans un cercle. SoitR le rayon de ce cercle, on aura dès lors 

R fi^i-îî p 0ur l'expression du côté du décagone étoilé. 

Corollaire III. — En joignant de deux en deux les sommets 
du pentagone régulier convexe, on obtient le pentagone étoilé. On 
démontre, au moyen d'une construction analogue à celle qu'on a 
faite pour le pentagone convexe, et par un raisonnement sem- 
blable, que le carré du pentagone étoilé est égal à la somme des 
carrés du côté du décagone étoilé et du rayon. En désignant dès 

lors le rayon par R, on a y — ) - !L 1 ~ — +R S , ou — — z> — 

pour le côté du pentagone étoilé. 

Corollaire. IV. — Pour inscrire dans le cercle OA les poix go- 
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nés réguliers de 20, 40, 80, etc., côtés, on divise en 2, 4, 8, etc., 
parties égales, les arcs sous-tendus par les cotés du décagone 
régulier inscrit, et Ton tire les cordes des nouveaux arcs. 



PROBLÈME IV. 




Inscrire un pentédécagone régulier dans un cercle donné 0A. 

Je prends un arc ÀB égal au sixième de la cir- 
conférence OA, et j'en retranche l'arc BC égal 
au dixième de cette circonférence, le reste Af. 

en est le quinzième , car la fraction g surpasse 

1 2 1 

la fraction -rrr de 777: , ou ^ . Par conséquent, 

la corde de Tare AC est le côté du pentédécagone régulier 
cherché. 

Corollaire. — On inscrit les polygones réguliers de 30, 60, 
120, etc., côtés, en divisant en 2, 4, 8, etc., parties égales les 
arcs sous-tendus par les côtés du pentédécagone, et en traçant 
1rs cordes des nouveaux arcs. 

Remarque sur les quatre problèmes précédents. — Pour cir- 
conscrire un polygone régulier à un cercle donné, il suffit d'in- 
scrire dans ce cercle un polygone régulier du même nombre de 
côtés, et de mener des tangentes par ses sommets (27, II). 



PRORLEME V. 

Le rayon AB dun cercle et le côté BC d'un polygone régulier 
inscrit dans ce cercle étant donnés, calculer le côté du poly- 
gone régulier inscrit qui a deux fois plus de côtés que le pré- 
cédent. 

Je trace le diamètre DF perpendiculaire au 
côté BC du polygone donné, et la corde BD; 
cette droite est le côté du polygone demandé, 
puisque l'arc BD est la moitié de l'arc BC(t2, II) 
Je commence par calculer l'apothème A.E du po- 
lygone donné : le triangle ABE étant rectangle, il en résulte que 




AE = V AB 2 — BE* ; 
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or la ligne droite BE est la moitié de la corde BC (12, 1) ; donc 
le carré de BE égale le quart dn carré de BC, et j'ai la for- 
mule : 

AE = i/ AB a — ^ • 



J'obtiens ensuite le coté BD du polygone demandé, en remar- 
quant qu'il est moyenne proportionnelle entre le diamètre DF 
D et sa projection DE sur ce diamètre (23, I, c). 
V Mais DF est égal à 2AB, et DE égal à AB — AE ; 
~A par conséquent j'ai la nouvelle formule 



J BD— V 2AB (AB — AE), 

qui fait connaître le côté BD en fonction du rayon 
donné AB et de l'apothème AE déjà calculé. 

Remarque. — Pour faciliter l'application des deux formules 
précédentes, je désigne par R le rayon AB du cercle donné, par 
c le côté BC du polygone proposé, par c/le diamètre du cercle 
inscrit dans ce polygone ou le double de son apothème AE, et 
enfin par c' le côté BD du polygone demandé. La formule de 
laquelle on déduit la valeur de l'apothème AE devient alors: 

d 



OU 



f/=y / 4R a C 2 . (rt) 

La longueur du côté BD est donnée par l'égalité suivante : 



c'= v R(2R — d). . (£) 

PROBLÈME VI. 

Calculer le rapport de la circonférence du diamètre. 

La solution complète et pratique de ce problème fait partie 
du cours de mathématiques supérieures ; aussi s'agit-il bien 
moins de donner, dans cette leçon, une méthode pour calculer 
le rapport de cette circonférence au diamètre que de faire con- 
cevoir la possibilité de calculer ce nombre. 

Cela posé, je vais chercher la longueur de la circonférence 
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dont le rayon est égal à un mètre. En divisant par 2 le nombre 
qui exprimera cette longueur, j'aurai la valeur du rapport de 
la circonférence au diamètre, puisque le diamètre du cercle 
considéré est égal à 2 mètres. La circonférence étant la limite 
des polygones réguliers inscrits dont le nombre des côtés croit 
indéfiniment, on conçoit sans difficulté que, si je calcule les 
périmètres des polygones réguliers de 4* 8, 16, etc., côtés in- 
scrits dans le cercle dont le rayon égale un mètre, ces péri- 
mètres différeront de moins en moins de !a circonférence, et 
qu'en prenant la longueur de l'un de ces périmètres pour celle 
de la circonférence, je commettrai une erreur d'autant moindre 
que le polygone considéré aura plus de côtés. 

Soient donc c, c', c", c ,n , les côtés des polygones réguliers 

de 4, 8, 16, 32, côtés inscrits dans le cercle dont le rayon 

égale un mètre, eid, d\ d", r/" 1 , les diamètres des cercles 

inscrits dans ces polygones. J'ai c=l/~2 (1) ; et je déduis 
successivement des formules (a) et (b) du problème III, les va- 
leurs suivantes des quantités c', c", </, d\.... : 

c = v 2 d = y4^? 

c' = v 2 — d d 1 = v/4 — c l2 

c" = y2— d 1 d 1 = v /4 — 

c" x — \J2 — d" 'd ut = y 4 — c lut 



En effectuant les calculs, je trouve : 



c = 


1,41421356 


d = 


1,41421350 


c = 


0,76536686 


é = 


1,84775907 


r" = 


0,39018064 


d" = 


1,96157056 


c m = 


0,19603428 


d>" = 


1,99036945 


r lv = 


0,09813535 


tf" = 


1,99759091 


c v = 


0,04908246 


d" = 


1,99939764 


c T1 = 


0,02454308 




1,99984940 



Par suite, les périmètres de polygones réguliers de 4, 8, 16, 32, 
64, 128 et 256 côtés, inscrits dans le cercle dont le rayon égale 
un mètre, sont : 
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4c — 5,65685 
8 c« = 6,12293 
16 c" = 6,24289 
32 c»'= 6,27310 
64 c» = 6,28066 
128 c* = 6,28255 
256 c" = 6,28303 

Le calcul précédent ne fait pas connaître l'approximation 
avec laquelle le périmètre du polygone régulier de 256 côtés 
auquel je m'arrête, représente la longueur de la circonférence 
drconscrite. Si je suppose cette circonférence égale à6 m ,28303, 
le rapport de la circonférence au diamètre sera égal à la moitié 
de 6,2^303, ou à 3,1 41 51 5. En comparant ce nombre à la valeur 

connue de ic, savoir 3,1415926535 on voit qu'il n'en diffère 

pas d'un dix-millième. 

Remarque. — On peut réduire le calcul précédent à la 
recherche des diamètres d\ d l \ etc., et du côté c rt du poly- 
gone auquel on veut s'arrêter. En effet, si on remplace dans la 
formule 

r/' = V 4 — c' a 
le côté c l par sa valeur \2—d, on trouve 

d' = \ T+7l; 

par conséquent, chaque diamètre peut être calculé au moyen 
du précédent. On a dès lors : 

d = y 2 

d' = \T+d 

d" = sJ2 +<? 



& = \ 2 + d" 
et, entin, c" = v 2— d\ 

Ces dernières formules conduisent à une expression du 
nombre ir. Je remarque, en effet, que le double de l'apothème 



Digitized by Google 



' GÉOMÉTRTK. 
du polygone régulier de 2 k+1 côtés, inscrit dans le cercle dont 

le rayon est un mètre , égale yî + \/ 2 + y 2 -f etc. , le 
nombre des radicaux superposés étant K. Par conséquent, le 

côté de ce polygone égale \/ 2 — sj 2 -\- \J % -\- \' 2 + etc., 
et la moitié de son périmètre a pour expression 

2* \J 2 — 2 + V2 + v^T^tcT 

Si je suppose que le nombre K et, par suite, le nombre 2 k + ! des 
côtés du polygone croissent indéfiniment, j'aurai 

* = limite 2 k V 2 — \j 2 + V 2 + v 2 + etcT 

Dans cette formule le nombre des radicaux placés sous le pre- 
mier radical est égal à K. 

PROBLÈMES NUMÉRIQUES. 

1 . Calculer le côté et l'apothème de l'octogone régulier en 
fonction de son rayon. — Faire une application des deux for- 
mules en supposant le rayon égal à 4 m ,50. 

2. Calculer le côté et l'apothème du dodécagone régulier eu 
fonction de son rayon. — Faire une application des deux for- 
mules en supposant le rayon égal à 1",50. 

3. Démontrer que le rapport d'une circonférence à son dia- 
mètre est compris entre les nombres 3 et 4, par la seule consi- 
dération des périmètres de l'hexagone régulier inscrit dans cette 
circonférence et du carré circonscrit. 

4. Vérifier que la somme des côtés du carré et du triangle 
équilatéral, inscrits dans un même cercle, surpasse la moitié de 
la circonférence de ce cercle d'une quantité moindre qu'un 
demi-centième du rayon. 

5. Si l'on construit un triangle rectangle dont les côtés de 
l'angle droit soient égaux au diamètre d'une circonlérence et à 
l'excès du triple du rayon sur le tiers du côté du triangle équi- 
latéral inscrit, l'hypoténuse de ce triangle rectangle repré- 
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sente, à 0,0001 du rayon, la moitié* de cette circonférence. 

6. Si deux polygones réguliers P, P\ ont le même périmètre*; 
et que l'un ait deux fois plus de côtés que l'autre : 1° l'apothème 
du polygone P' est égal à la demi-somme du rayon et de l'apo- 
thème du polygone P; 2° le rayon de P' est moyen proportion- 
nel entre l'apothème du môme polygone et le rayon de l'autre 

* 

PROBLÈMES GRAPHIQUES. 

1 . Une circonférence et un point étant donnés, tirer de ce point 
une sécante qui divise la circonférence en deux arcs proportion- 
nels aux nombres 11 et 13. 

2. Le côté du triangle équilatéral circonscrit à un cercle est 
le double du côté du triangle équilatéral inscrit dans ce cercle. 

3. L'apothème de l'hexagone régulier inscrit dans un cercle 
est égal à la moitié du côté du triangle équilatéral inscrit dans le 
le même cercle. 

4. Si la distance des centres de deux cercles qui se coupant 
à angle droit est égale au double de l'un des rayons, la corde 
commune est le côté de l'hexagone régulier inscrit dans l'un 
de ces cercles et le côté du triangle équilatéral inscrit dans 
l'autre. 

5. Quel est le lieu géométrique des points tels que la somme 
des carrés des distances de chacun d'eux aux sommets d'un po- 
lygone régulier, qui a un nombre pair de côtés, soit constante ? 

6. Décrire une circonférence telle que le périmètre du carré 
inscrit dans cette courbe soit égal à celui du triangle équilatéral 
circonscrit à une circonférence donnée. 

7. Construire un losange dont le côté ait une longueur don- 
née et soit aussi moyenne proportionnelle entre les deux dia- 
gonales. 

8. Construire un carré dont on connaît la somme, ou la diffé- 
rence de la diagonale et du côté. 
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TRENTIÈME ET TRENTE ET UNIÈME LEÇON 

Programme : — De l'aire des polygones et de celle du cercle. — Mesure de l'aire 
du rectangle, du parallélogramme, du triangle, du trapèze, d'un polygone 
quelconque. — Méthode de la décomposition en triangles et en trapèzes rec- 
tangles. 



DÉFINITIONS. 

1. On prend pour base d'un parallélogramme ABCD un côté 
u quelconque DC de ce quadrilatère. La perpen- 

/ j 7 diculaire EF, qui mesure la distance de la base 
/ / DC au côté opposé AB, a reçu le nom de hau- 

d f c teur du parallélogramme. 

2. Un trapèze est un quadrilatère dont deux côtés opposés 
sont parallèles. Tout trapèze ABCD a pour 

^ bases ses côtés parallèles AB, CD, et pour 
\ hauteur la perpendiculaire EF qui mesure 
— {. la distance de ses deux bases. 

3. On appelle aire l'étendue superficielle 
d'une figure quelconque. 

Si deux figures ont des aires égales, sans avoir la même forme, 
on dit qu'elles sont équivalentes. 

» 

THÉORÈME ï. 

Deux rectangles ABCD, ABEF, de même hauteur AB, sont 
proportionnels à leurs bases BC,BE. 
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5 

Je suppose le rapport des bases BC, BE égal à g (15, déf. 2); 

<-es lignes ont dès lors une commune mesure BG, contenue 

5 fois dans BC. et 3 fois dans BE. Par les 
points G, H, etc., qui divisent BC en 5 parties 
égales, j'élève des perpendiculaires sur cette 
droite ; ces perpendiculaires partagent le rec- 
tangle ÀBCD en cinq rectangles ABGK, KGHL, 

LHEF, égaux entre eux (10, Y, c), car leurs bases BG, 

GH, HE, sont égales par hypothèse, et leurs hauteurs 

AB, GK, IIL,.... le sont aussi, comme parallèles comprises 
entre parallèles. Or, le rectangle ÀBEF est formé de trois 
de ces rectangles partiels ; par conséquent, les rectangles 
ABCD, ABEF, ont une commune mesure ABGK qu'ils con- 
tiennent autant de fois que leurs bases BC, BE contiennent 

leur commune mesure BG , et le rapport Tggg des surfaces de 



BC 



ces rectangles est égal à ^ , ou au rapport ^ de leurs bases. 

Corollaire. — Deux rectangles de même base sont propor- 
tionnels à leurs hauteurs. 




K 



THÉORÈME II. 

Deux rectangles quelconques sont proportionnels aux pro- 
duits de leurs bases par leurs hau- 
teurs. 

Soient R, R', deux rectangles, A, h', 
leurs hauteurs et b,b' , leurs bases; 
je construis un rectangle R" qui ait la 
même base b que le premier rectangle, 
et la même hauteur h' que le second. 
Les deux rectangles R, R", ayant la même base le rapport de 
leurs surfaces est égal à celui de leurs hauteurs (I), c'est-à-din» 
<ju'on a : 



IV 



h 



AU. 



10 
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comme les hauteurs des rectangles R", R' sont aussi égales, j'en 
conclus pareillement que 

W _b 

Je multiplie ensuite les deux égalités précédentes membre à 
membre, et, après la suppression du facteur R" commun aux 
deux termes du premier produit, je trouve : 

R _ // X h 

Exemple. —Soient A=l ra ,5, b=3 m X /*'=! -,2 et 6'=2 m ,4, 
on a : 

R I,5x3,2 _ 15x32 _5 
R'~l,2x2,4~12x24~3' 

5 

Le rectangle R est donc égal aux « du rectangle R'. 



THÉORÈME III. 

L'aire d'un rectangle est égale au produit de sa base par sa 
hauteur, si l'on prend pour unité de surface le carré construit 
sur l'unité de longueur. 

Soit à mesurer le rectangle R dont je repré- 

; R sente la base par b et la hauteur par h ; je prends 
L 1 pour unité de surface le carré construit sur 

6 l'unité de longueur, et j'ai, d'après le théo- 
rème précédent : 

R b X h ... 

Or les nombres R, b et h sont les mesures du rectangle, de sa 
base et de sa hauteur ; donc l'égalité précédente exprime que 
l'aire de ce rectangle est égale au produit des deux nombres qui 
représentent les mesures de sa base et de sa hauteur. 

On énonce ordinairement ce résultat de la manière suivante : 
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L'aire d'un rectangle est égale au produit de sa base par sa 
hauteur. r 

Corollaire. — L'aire d'un carré est égale au produit de sa 
base par sa hauteur, c'est-à-dire égale à la seconde puissance do 
son côté. 

Réciproquement, la seconde puissance d'un nombre quelcon- 
que peut être considérée comme l'aire du carré dont le côté est 
égal à ce nombre. Ce corollaire et sa réciproque expliquent la 
synonymie des mots carré et seconde puissance d'un nombre 
employés dans l'arithmétique. 

Remarque. — Si l'on prend le mètre pour unité de longueur 
le mètre carré sera l'unit»'* de surface. 




THÉORÈME IV. 

Va ire d un parallélogramme ABCD est égale au produit de 
- - sa base AB par sa hauteur BE. 

Par les extrémités A et B de la base du pa- 
rallélogramme ABCD, j'élève des perpendicu- 
laires sur cette ligne jusqu'à la rencontre du 
cote oppose DC, et je dis que le parallélogramme ABCD est équi- 
valent au rectangle ABEF. 

En effet, les triangles rectangles ADF, BCE ont les hypoté- 
nuses AJ), BC, égales comme cotés opposés du parallélo- 
gramme (iO, I) ; leurs côtés AF, BE, adjacents aux angles 
droits F et E, sont égaux par une raison semblable ; donc ces 
triangles rectangles sont égaux (6, V). 

Je remarque ensuite qu'en retranchant successivement du 
quadrilatère ABCF chacun de ces triangles, le parallélogramme 
ABCD et le rectangle ABEF que je trouve pour restes sont équi- 
valents. Or le rectangle a pour mesure AB x BE (III) ; donc l'aire 
du parallélogramme est aussi égale à ABxBE, c'est-à-dire au 
produit de sa base AB par sa hauteur BE. 

Corollaire. — Deux parallélogrammes qui ont les base* 
égales sont proportionnels à leurs hauteurs. — Si deux parai- 
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lélogrammes ont leurs hauteurs égales, ils sont proportionnels à 
leurs bases. 

THÉORÈME V. 

L'aire d'un triangle est égale à la moitié du produit de sa 
base par sa hauteur. 
Suit ARC le triangle donné ; des extrémités À et C du côté Al! 

je mène des droites AD, CD, respectivemenl 
D parallèles aux deux autres côtés RC, RA. Les 
triangles ARC, ACD, sont égaux ; car ils ont 
les trois côtés égaux chacun à chacun, puis- 
que- le quadrilatère ARCD est un parallé- 
logramme. Par conséquent, le triangle ARC est la moitié du 
parai élogramme ARCD, qui a la même base RC et la même 

hauteur AE que lui. 

Or, le parallélogramme a pour mesure le produit RCxAE 
(I V) ; donc Taire du triangle est égale à la moitié du même pro- 
duit, c'est-à-dire à la moitié du produit de sa base RC par sa 
hauteur AE. 

Corollaire. I — Deux triangles qui ont les bases égales sont 
proportionnels à leurs hauteurs. — Si deux triangles ont les hau- 
teurs égales, ils sont proportionnels à leurs bases. 

Corollaire IL — Deux triangles qui ont les bases égales et les 
hauteurs égales sont équivalents. 

Corollaire III. — Soit c la longueur du côté d'un triang le 

équilatéral ; la hauteur de ce triangle est égale à ^^-j . 

c J% 

c'est-à-dire à -4^ ; par conséquent sa surface a pour mesure 

z 

5 X->-, ou 

Si l'on suppose, par exemple, le côté c du triangle équilaté- 
ral égal à 10 mètres, l'aire de ce triangle sera égal â 43 mc ,30l3. 
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a 

THÉORÈME VI. 

Loire d'un trapèze ABCD est égale au produit de sa hau- 
teur AE par la demi-somme de ses bases AB, CD. 

Je prolonge la base inférieure DC d'une longueur CF égale à 

la base supérieure AB, et je tire la ligne 
droite AF qui coupe le côté BC au point 
G. Les triangles ABG, CGF ont un côté 
égal, adjacent à deux angles égaux chacun 
à chacun : en effet, les côtés CF, AB, sont 
égaux par hypothèse; l'angle ABG égale l'angle FCG, parc<? 
qu'ils sont alternes-internes par rapport aux deux parallèles AB, 
CF et à la sécante BC ; il en est de même des angles BAG, 
CFG ; les triangles ABG, CGF sont donc égaux. Si je les re- 
tranche successivement de la figure ABGFD, le trapèze ABCD 
et le triangle AFD que j'obtiens pour restes sont équivalents ; 

\ 

mais le triangle a pour mesure AE X ^ DF ; donc l'aire du tra- 

1 

pèze égale aussi AE X ^^-> c'est-à-dire le produit de sa hau- 
teur AE par la demi-somme de ses deux bases DC, AB. 

Corollaire. — Le trapèze ABCD a aussi pour mesure le pro- 
duit de sa hauteur AE par la ligne droite GH qui joint les mi- 
lieux H et G de ses côtés non parallèles AD, BC. 

En effet, les deux triangles ADF, AIIG, qui ont un angle 
commun compris entre côtés proportionnels, sont semblables 
(21 , III) ; le rapport de GII à DF est donc le même que celui de 
AH à AD, c'est-à-dire que la droite GH égale la moitié de la 
droite DF, ou la moitié de la somme des bases AB, CD, du tra- 
pèze Par suite, ce quadrilatère a pour mesure le produit d«* 
AE par GH. 

PROBLEME I. 

Mesurer la surface d'un polygone quelconque. 
Ce problème est susceptible de plusieurs solutions que je vais 
exposer successivement : 
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!• Pour évaluer l'aire d'un polygone ABCDE tracé sur le pa- 
pier ou sur le terrain, on le décompose 
en triangles, soit en menant les diagonales 
d'un sommet, par exemple A, à tous les 
autres; soit en tirant des lignes droites 
d'un point quelconque 0 de sa surface à 
tous ses sommets. On calcule ensuite les 
aires de ces triangles, et Ton en fait la 
somme. Le résultat de cette addition est la 
mesure de la surface du polygone pro- 
posé. 

2° Lorsque le polygone dont on de- 
mande la mesure est tracé sur le papier, 
on peut le transformer en un triangle 
équivalent, et mesurer ensuite la surface de ce triangle. 

Pour compléter cette solution, je vais indiquer comment on 
transforme un polygone, par exemple le pentagone ABCDH, eu 

un triangle équivalent. Je tire la dia- 
gonale BD qui retranche du pentagone 
le triangle BDC, et je mène par le 
sommet C de ce triangle la droite CL 
parallèle à BD. Je prolonge ensuite le 
\ côté AB du polygone jusqu'à la ren- 
contre de CL, et je joins leur intersec- 
tion L au point D par la droite DL. Le triangle CBD est équiva- 
lent au triangle LBD (V), parce qu'ils ont la même base BD 
et des hauteurs égales, leurs sommets C et L se trouv ant sur une 
parallèle à la base. Dès lors, si je remplace dans le pentagone 
ABCDH le triangle CBD par le triangle équivalent LBD, le nou- 
veau polygone LBAUD est équivalent au pentagone; mais les 
trois points A, B, L, étant en ligne droite, la figure LBAI1D n'a 
que quatre côtés. Par conséquent, j'ai transformé, par la con- 
struction précédente, le polygone proposé en un autre qui lui 
est équivalent et a un côté de moins. 

En appliquant cette construction au quadrilatère ALDH, je 
le transforme en un triangle LDK qui lui est équivalent ; l'aire 
de ce triangle est par suite égale à celle du pentagone ABCDH. 
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3° Lorsque le polygone est tracé sur le terrain, on emploie 
de préférence la méthode suivante : 

Soit à évaluer l'aire du polygone 
ÀBCDIIRL ; on tire la plus grande 
diagonale CK, et par les sommets 
extérieurs à cette ligne on mène 
des perpendiculaires sur sa direc- 
tion. Ces perpendiculaires décom- 
posent la figure en triangles rectan- 
gles et en trapèzes. On calcule en- 
suite les aires de ces figures partielles, et Ton en fait la somme. 

Ce procédé est préféré dans l'arpentage, à cause de la facilité 
a>ec laquelle on trace des perpendiculaires, sur le terrain, au 
moyen de l'instrument appelé équerre d'arpenteur. 

PROBLÈME II. 

Construire un carré équivalent à un polygone. 

A 1° Si le polygone proposé est le triangle 

ABC, je tire sa hauteur AD et je désigne par X 
le côté du carré qui lui est équivalent. 

1 

c L'aire du triangle est égale à - BC X A I) (V), 

z 

et celle du carré égale à X 2 (III). Pour que le carré soit équiva- 
lent au triangle, il faut donc qu'on ait: 




j'en conclus que 



X 2 = iBCxAD; 



Al) 



c'est-à-dire que le côté X du carré demandé est moyenne pro- 
portionnelle entre la hauteur AD et la moitié de la base BC du 
triangle donné. 

2° Si la surface du polygone proposé a pour mesure le pro- 
duit de deux lignes droites connues, comme il arrive pour le 
parallélogramme et le trapèze, on démontre, par un raisonne- 
ment analogue au précédent, que le côté du carré équivalent 
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à ce polygone est moyenne proportionnelle entre les deux lignes 
dont le produit exprime la mesure de sa surface. 

3° Lorsque Taire du polygone proposé ne s'exprime pas im- 
médiatement par le produit de deux lignes droites, je transforma 
ce polygone en un triangle équivalent (Problème 1), et je cons- 
truis ensuite le carré équivalent à ce triangle. 

PROBLÈMES NUMÉRIQUES. 

1 . Calculer, à moins d'un centimètre carré, l'aire du rec- 
tangle dont la base est égale à ÎO" 1 ^ et la diagonale à iS^^ïo. 

2. Calculer Tune des hauteurs et l'aire du triangle dont les 
côtés sont égaux respectivement à l-^O, l m ,85 et 2 œ ,25. 

3. L'aire d'un trapèze est égale à 2034 n, %60; sa hauteur est 
de i8 m ,40, et sa base inférieure de 54", 48. Calculer sa base 
supérieure à moins d'un centimètre. 

4. Calculer en hectares l'aire d'un hexagone régulier dont le 
côté a 450 mètres de longueur. 

5. Calculer, à moins d'un centimètre carré, l'aire d'un octo- 
gone régulier inscrit dans un cercle dont le rayon est de 2 m 7 25. 

6. Calculer en hectares l'aire d'un losange dont le côté est 
égal à la plus petite diagonale, en sachant que la longueur de 
chacune de ces lignes est de 20 m ,50. 

7. Calculer, à un centimètre près, le côté du carré équiva- 
lent au triangle équilatéral dont l'apothème a 2 m ,50 de longueur. 

PROBLÈMES GRAPHIQUES. 

\ . L'aire d'un trapèze est égale au produit de l'un des côtés 
non parallèles par la distance de ce côté au milieu du côté opposé. 

2. Tracer par le sommet C d'un triangle ABC une ligne 
droite MN telle que le trapèze qu'elle forme avec le côté AB et 
les perpendiculaires menées des deux autres sommets A, B, sur 
MN soit équivalent à un carré donné. 

3. Si les angles A, A', des deux triangles ABC, ABC sont 
égaux ou supplémentaires, les aires de ces triangles sont pro- 
portionnelles aux produits ABxAC, A'B'X A'C, des côtés qui 
forment les angles A, A'. 

4. Transformer un triangle rectangle en un triangle isocèle 
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qui lai soit équivalent et qui ait avec lui un angle commun. — 
Combien ce problème a-t-il de solutions? 

5. Transformer un polygone régulier en un autre polygone 
régulier qui lui soit équivalent et ait deux fois plus de côtés. 

6. Diviser un triangle en deux parties équivalentes par une 
ligne droite perpendiculaire à l'un de ses côtés. 

7. Diviser un triangle en trois parties proportionnelles à des 
longueurs données, enjoignant un point de l'intérieur à tous les 
sommets. — Cas particulier dans lequel les trois lignes données 
sont égales. 

8. Inscrire dans un cercle un trapèze dont la hauteur et la sur- 
face sont données. (La grandeur d'une surface est déterminée par 
le côté du carré qui lui est équivalent.) 

9. La position et la longueur de deux lignes droites étant 
données, trouver le lieu du point tel qu'en le joignant aux 
extrémités de ces lignes on forme deux triangles dont les aires 
soient proportionnelles à deux lignes droites données M et N. 
Kxaminer le cas d'égalité de M et N. 

10. Par un point donné sur le plan d'un angle, mener une 
sécante telle que l'aire du triangle qu'elle fait avec les côtés de 
cet angle soit égale à un carré donné. 

f 1 . Par un point donné sur le plan d'un angle, mener une sé- 
cante telle que le produit des distances du sommet de l'angle 
aux deux points d'intersection soit égal à un carré donné. 

12. Le produit de deux côtés d'un triangle est égal au produit 
de la hauteur, perpendiculaire au troisième côté, par le diamètre 
du cercle circonscrit. — Déduire de ce théorème que l'aire d'un 
triangle est égale au produit de ses trois côtés divisé parle double 
du diamètre du cercle circonscrit. 

1 3. Diviser un triangle en deux parties équivalentes par une 
parallèle à une ligne droite donnée. 

14. Mener par un sommet d'un quadrilatère une ligne droite 
qui divise sa surface en deux parties équivalentes. 

15. Si dans un quadrilatère quelconque on mène par les mi- 
lieux de chacune des diagonales une parallèle à l'autre, et qu'on 
joigne leur point de concours aux milieux des côtés du quadrila- 
tère, il sera partagé en quatre quadrilatères équivalents. 
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Programme : Relations entre le carré construit sur le côté d'un triangle opposé à 
un angle droit, ou aigu, ou obtus, et les carrés construits sur les deux autres 
côtés. 



REMARQUE. 

La vingt-troisième leçon et la vingt-quatrième renferment 
plusieurs théorèmes dans lesquels on considère le produit de 
deux lignes droites. Or, on sait (30, II) qu'un tel produit peut être 
«onsidéré comme la mesure de Taire du rectangle construit sur 
ces deux lignes ; par conséquent, ces théorèmes sont suscepti- 
bles d'une interprétation purement géométrique et, par suite, 
d'une démonstration nouvelle. J'examinerai seulement les trois 
théorèmes relatifs au carré d'un côté d'un triangle opposé à un 
angle droit, ou aigu, ou obtus. 

THÉORÈME I. 

Le carré construit sur l'hypoténuse d'un triangle rectangle 
est équivalent à la somme des carrés construits sur le»' deux 
autres côtés. 

Soit ABC un triangle dont l'angle BAC 
est droit ; je construis un carré sur chacun 
de ses côtés, et je dis que le carré BCDE 
fait sur l'hypoténuse BC est équivalent à la 
somme des carrés ABFG, ACI1K faits sur 
les deux autres côtés AB, AC. 

J'abaisse du sommet A de l'angle droit 
la perpendiculaire AM sur l'hypoté- 
nuse ; le prolongement MN de celte ligne partage le carré 
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BCDE en deux rectangles BEMN, CDMN, respectivement équi- 
valents aux carrés ABFG, ÀCHK, qui leur sont adjacents. En 

effet, l'aire du rectangle BEMN est le 
double de celle du triangle ABE, parce 
qu'ils ont la même base BE et les bail- 
leurs égales, le sommet A du triangle 
étant sur le prolongement de la base 
supérieure MN du rectangle (30, III et 
Y). Pareillement l'aire du carré ABFG 
est le double de celle du triangle BCF, 
puisqu'ils ont la même base BF et les hauteurs égales, le 
sommet G du triangle étant sur le prolongement de la base su- 
périeure GA du carré. La démonstration de l'équivalence 
<lu rectangle BEMN et du carré ABFG revient donc à celle 
de l'égalité des deux triangles ABE, BCF. Or, d'après la con- 
struction de la figure, les côtés BF et BC de l'un égalent respec- 
tivement les côtés BA et BE de l'autre ; de plus, les angles FBC, 
ABE, compris entre ces côtés, sont égaux parce que chacun 
d eux est égal à l'angle ABC augmenté d'un angle droit. Donc 
les triangles ABE, BCF, sont égaux (3, IV), et le rectangle BEMN 
est équivalent au carré ABFG. 

.le prouverais de même l'équivalence du rectangle CDMN et du 
carré ACHK ; par conséquent, le carré BCDE fait sur l'hypoté- 
nuse BC est équivalent à la somme des carrés ABFG, ACHK, faits 
sur les deux autres côtés AB, AC. 

Corollaire 1. — Les carrés faits sur les deux côtés de V angle 
droit du triangle rectangle SXtf.sont proportionnels aux projec- 
tions de ces côtés sur l hypoténuse. 

En effet, le rapport des carrés ABFG, ACHK, est le même que 
celui des rectangles BEMN, CDMN, qui leur sont équivalents ; par 
conséquent, il est égal au rapport des bases BM, CM, de ces rec- 
tangles qui ont la même hauteur MN (30, 1). 

Corollaire 11. — Les carrés faits sur l'hypoténuse et l'un des 
côtés de l'angle droit du triangle rectangle ABC sont propor- 
tionnels à V hypoténuse et à la projection du côté de l'angle 
droit sur l'hypoténuse. 
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Le rapportdes carrés BCDE, ABFG, estlemême que celui du carré 
BCDE et du rectangle BEMN ; par conséquent, il est égal au rapport 
des bases BC et BM de ces rectangles qui ont la même hauteur BE. 

THÉORÈME IL 

Dans tout triangle, le carré construit sur un côté opposé à un 
angle aigu est équivalent à la somme îles carrés construits sur 
les deux autres côtés, diminuée de deux fois le rectangle qui 

h aurait pour dimensions Vun des côtés 
de l'angle aigu et la projection de l'au- 
H tre côté sur le premier. 

Soit ABC un triangle dans lequel le 
côté BC est opposé à l'angle aigu BAC ; 
je construis un carré sur chacun des 
côtés de ce triangle, et je dis que le 
carré BCDE fait sur le côté BC est équi- 
valent à la somme des carrés ÂBFG, ACHK, faits sur les deux 
côtés AB, AC, moins le double du rectangle ayant pour dimen- 
sions le côté AB et la projection du côté AC sur AB. 

J'abaisse des sommets du triangle ABC les perpendiculaires 
AN, BS, CP, sur les côtés opposés; ces perpendiculaires partagent 
les trois carrés en six rectangles. Je vais démontrer que deux 
rectangles consécutifs et placés sur les côtés d'un même angle, 
par exemple BEMN, BFPO, sont équivalents. En effet, l'aire du 
rectangle BEMN, est le double de celle du triangle ABE, parce 
qu'ils ont la même base BE et les hauteurs égales, le sommet A 
du triangle étant sur le prolongement de la base supérieure MN 
du rectangle (30, III et V) ; par la même raison, l'aire du rec- 
tangle BFPO est le double de celle du triangle BCF. La démons- 
tration de Téquivalence des deux rectangles BEMN, BFPO, re- 
vient donc à celle de l'égalité des triangles ABE, BCF. Or, 
d'après la construction'de la figure, les côtés BA, BE, du premier 
triangle sont égaux respectivement aux côtés BF, BC, du second, et 
les angles ABE, FBC, compris entre ces côtés sont égaux, parce 
que chacun d eux est la somme de l'angle ABC et d'un angle 
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«Jroit. Donc les triangles ABE, BCF, sont égaux (3, IV) ; les rec- 
I angles BEMN, BFPO sont par suite équivalents. 

Je prouverais de même l'équivalence 
des rectangles CDMN, CHSR, et celle des 
rectangles AKSR, AGPO. Par consé- 
quent le carré BCDE est équivalent à la 
somme des rectangles BFPO, CHSR, ou 
à celle des carrés ABFG, ACHK, dimi- 
nuée des deux rectangles équivalents 
AGPO, AKSR. Or le rectangle AGPO a 
pour mesure le produit AGXAO (30, III), ou ABxAO; on a 
«Inné : 

BC 2 = AB 2 -f AC 2 — 2AB X AO. 

il est évident d'ailleurs que la ligne droite AO est la projection 
ilu côté AC de l'angle aigu BAC sur l'autre côté AB de cet 
iingle. 

THÉORÈME III. 




Dans tout triangle, le carré construit sur un côté opposé à un 
angle obtus est équivalent à la somme des carrés cofistruits sur 

les deux autres côtés, augmentée de deux 
fois le rectangle qui aurait pour dimensions 
Cnn des côtés de V angle obtus et la projec- 
tion de l'autre côté sur le premier. 

Soit ABC un triangle dans lequel le côté BC 
est opposé à l'angle obtus BAC; je construis 
un carré sur chacun des côtés de ce triangle, 
et je dis que le carré BCDE fait sur le côté BC 
est équivalent à la somme des carrés ABFG, ACHK, faits sur les 
<leux autres côtés AB, AC, augmentée de deux fois le rectangle 
ayant pour dimensions le côté AB et la projection du côté AC 
surAB. 

J'abaisse des sommets du triangle ABC les perpendiculaires 
AN, BS, CP, sur les côtés opposés; ces perpendiculaires et les 
côtés des trois carrés font six rectangles BEMN, CDMN, BFPO, 
AGPO, CHSR, AKSR. Je démontre, comme dans le théorème 
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précédent, l'équivalence de deux rectangles consécutifs et placés 
s sur les côtés d'un même angle ou sur leurs 

v\ //^ prolongements ; par conséquent, le carré 
i*w> N " BCDE est équivalent à la somme des rec- 
tangles BFPO, CIISR, ou à celle des carrés 
ABFG, ACIIK, augmentée des deux rectan- 
gles équivalents AGPO, AKSR. Or, le rec- 
tangle AGPO a pour mesure le produit 
AGXAO (30, III), ou ABXAO; on a donc: 

BC 2 = AB 2 + A£ a + 2 AB x AO. 

Il est d'ailleurs évident que la ligne droite AO est la projection du 
côté AC de l'angle obtus sur l'autre côté AB de cet angle. 

PROBLÈMES. 

1. Démontrer que le carré construit sur la diagonale d'un 
carré est le double du carré proposé. 

2. Le carré fait sur la somme de deux lignes droites est équi- 
valent à la somme des carrés faits sur chacune de ces lignes, 
augmentée du double de leur rectangle. 

3. Le carré fait sur la différence de deux lignes droites est 
équivalent à la somme des carrés faits sur chacune de ces lignes, 
diminuée du double de leur rectangle. 

4. Le rectangle construit sur la somme et la différence de 
deux lignes droites est équivalent à la différence des carrés de 
ces lignes. 
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* 

Programme : Le rapport des aires de deux polygones semblables est le même que 

celui des carrés des côtés homologues. 





THÉORÈME I. 

Les aires de deux triangles semblables ABC, A BC, sont pro- 
portionnelles aux carrés de leurs 
côtés homologues. 

Les triangles ABC, A'B'C, étant 
semblables, leurs bases AB, A B', 
sont proportionnelles à deux côtés 
homologues ; par conséquent, j'ai l'égalité 

AB _ AC 

A B' ~~ AC ' 

Des sommets C et C je tire les lignes droites CD, CD', respec- 
tivement perpendiculaires aux bases AB, A'B'. Les triangles 
rectangles ACD, A'CD', sont semblables (21 , II, c), car ils ont les 
angles aigus A et A' égaux par hypothèse ; il en résulte que 

CD_ _ _AC 

CD' ~~ A'C ' 

Je multiplie membre à membre les deux égalités précédentes, et 
je trouve 

AB X CD AC 3 
A'B' X CD' Â C 2 * 

Or, l'aire du triangle ABC est égale à la moitié du produit 
ABXCD, et l'aire du triangle A'B'C égale à la moitié du pro- 
duit A'B' X CD' (30, Y) ; donc le rapport des aires de ces trian- 
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gles est le même que celui des carrés de leurs cotés homologues 
AC, A'C. 



THKORKME II. 

Les aires de deux polygones semblables ABCDE, ABCDE', 

sont proportionnelles aux carrés de leurs 
côtés homologues, 

Je décompose les deux polygones sembla- 
bles ABCDE, A'B'C'D'E', en un même nom- 
bre de triangles semblables, en traçant leurs % 
diagonales homologues par les deux sommets 
homologues A et A' (21, VII). Les deux trian- 
gles ABC, ABC, étant semblables, j'ai l'éga- 
lité (I) 

ABC _AC a 
A'B'C ~ A'C' 2 ' 

il résulte aussi de la similitude des triangles ACD, A'C'D' que 

ACD _AC 
A'C'D' ~ A'C a * 

Les deux égalités précédentes ayant un rapport commun, j'en 
conclus 

ABC ACD 




A BC ~~ A'C'D" 

c'est-à-dire que les triangles semblables dans lesquels j'ai dé- 
composé les polygones ABCDE, A'B'C'D'E', sont proportionnels. 

ABC ACD ADE . , ê v 

Les rapports £^77, ÂCD 7 ' WË' ' S0U ° egmlx ' 0n a 

ABC + ABD-f ADE _ ABC 
A BC + A'B'D' + A D E' ~~ A BC ' 

or, le numérateur ABC+ACD-fADE est égal à Taire du poly- 
gone ABCDE, etle dénominateur A'B'C + ACD' +A'D'E' égal à 
l'aire du polygone A'B'C'D'E'; donc les aires de ces polygones 
semblables sont proportionnelles aux ahvs de deux triangles 
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semblables ABC, A'B'C/, ou aux carrés des deux côtés homolo- 
gues AB, AB' (I). 

PROBLÈME. 

Construire un polygone semblable à un polygone donné, et 

tel que son rapport à ce polygone 
^ , soit égal à celui de deux lignes 



Je suppose 1° que le polygone 



c * _c droites données. 

\ ]f . _\r donné soit un carré ; je désigne par A 
-\ -\ H son côté,par X le côté du carré de- 
mandé, et par B, C, les deux lignes 
données ; il s'agit de déterminer X de telle sorte qu'on ait : 

51-5 

a 2 ~~c* 

Cela posé, je prends sur une ligne droite indéfini la lon- 
gueur DE égale à B, et, à la suite, une longueure EF égale à C. 
Je décris une demi-circonférence sur la ligne DF comme dia- 
mètre, puis je mène la ligne droite EG perpendiculaire à DF ; 
cette ligne coupe la circonférence au point G que je joins aux 
points D et F par les cordes GD, GF. Je prends ensuite sur GF 
une longueur GH égale au côté A du carré donné ; je mène par 
le point H une parallèle à DF, et je la prolonge jusqu'au point K 
où elle rencontre GD. La droite GK est le côté du carré demandé. 

En effet, l'angle IIGK du triangle GBK étant droit (15, IV, c), 
on a (32, 1, c) : 

GK 2 KL 
GH 2 ~~ LU 

Mais les parallèles KH, DF, sont divisées en parties proportion- 
nelles (21, VI) parles lignes droites GK, GL, GH, issues du point 
G, c'est-à-dire que 

KL DE 
LH~EF ; 

par conséquent, on a aussi 

GK 2 _ DE 
GH 2 ~~ EF' 

AM. 11 
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on bien 

<]K a B 
A*~ C ' 

La lign 3 droite (JK est donc le coté X du carré cherché. 

2. Soit donné un polygone quelconque A ; je désigne par a 

a ^ A l'un de ses côtés, par x le côté homologue du 

a polygone demandé X, et par b, c, les deux lignes 

<*' droites donnée s. 

J'ai, par hypothèse, 

A c 1 



et 



X x 8 
A ~~ 5 



à cause de la similitude des deux polygones (11) ; il en résulte 
que 



.2 



b 



La détermination du côté x est donc ramenée à construire un 
carré qui soit au carré du côté a dans le rapport des deux 
lignes b et c. 

Je construis la ligne droite x d'après la méthode précédente, 
et je fais sur cette ligne un polygone semblable au polygone 
donné A (25, VIII), en regardant toutefois les lignes x el >/ 
comme deux côtés homologues. 

Remarque. — Si le rapport des deux polygones était exprimé 
par celui de deux nombres, je prendrais pour les lignes b et r 
deux lignes droites proportionnelles aux deux nombres donnés, 
et je ferais ensuite la construction précédente. 

PROBLÈME. 

1 . Faire un carré égal à la somme ou à la différence de deux 
carrés. 

2. Deux polygones semblables étant donnés, construire un 
polygone qui leur soit semblable, et soit équivalent à leur 
somme ou à leur différence. 
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3. Construire un triangle qui soit semblable à un triangle 
donné, et dont les sommets soient placés sur trois circonféren- 
ijes concentriques, ou sur trois lignes droites parallèles. 

4. Diviser un triangle en un nombre quelconque de parties 
équivalentes par des parallèles à l'un de ses côtés. 

5. Construire un triangle équilatéral équivalent à la somme ou 
à la différence de deux polygones donnés. 

6. Inscrire dans un triangle donné un triangle semblable à un 
autre triangle donné. 

7. Mener par un point donné une ligue droite qui divise la 
surface d'un trapèze en deux parties proportionnelles à des li- 
gues données m et n. 

8. Construire sur une base donnée un triangle équivalent à 
un polygone donné, et tel que la droite qui joint son sommet au 
milieu de la base soit moyenne proportionnelle entre les deux 
autres côtés. 

9. Deux droites parallèles et deux points étant donnés, tracer 
par ces points deux lignes droites qui se coupent sur l'une des 
parallèles et forment avec l'autre un triangle équivalent à un 
carré donné. 

10. Diviser un trapèze en un nombre quelconque de parties 
équivalentes par des parallèles à ses bases. 

1 1 . Diviser, par une parallèle à la base, la surface d'un trian- v 
gle de telle sorte que l'aire du trapèze soit moyenne proportion- 
nelle entre les aires des deux triangles. 

12. Les périmètres de deux triangles semblables sont propor- 
tionnels aux rayons des cercles inscrits et aux rayons des cercles 
c irconscrits. — Les aires de ces triangles sont proportionnelles 
aux carrés des mômes rayons. 

13. Par un point situé sur la bissectrice d'un angle, mener 
une sécante telle que la partie de cette droite comprise dans 
l'angle soit d'une longueur donnée. — Ce problème, dans le cas 
particulier de l'angle droit, est connu sous le nom de problême 
de Pappus, célèbre géomètre grec qui vivait au IV e siècle. 
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Programme : Aire d'un polygone régulier. — Aire d'un cercle, d'un secteur et d'un 
segment de cercle. — Rapport des aires de deux cercles de rayons différents. 




THÉORÈME I. 

L'aire d'un polygone régulier est égale au produit de son pé- 
rimètre par la moitié de son apothème. 
Soit 0 le centre d'un polygone régulier, par exemple d'un 

hexagone ABCDIIK ; de ce point je mène les 
rayons OA, OB, etc., aux sommets A, B, etc. 
Ces lignes décomposent le polygone en au- 
tant de triangles qu'il a de cotés ; et ces 
triangles sont égaux entre eux, parce qu'ils 
ont les trois côtés égaux chacun à chacun 
(27, I). J'abaisse du centre 0 la perpendi- 
culaire OP sur le côté AB; cette ligne OP est à la fois l'apo- 
thème du polygone et la hauteur du triangle OAB, qui a dès lors 
pour mesure le produit de sa base AB par la moitié de 01 1 
(30, V). Or le polygone proposé est formé de six triangles égaux 

à OAB; donc son aire est égale à six fois le produit AB x^-\ 

z 

c'est-à-dire égale au périmètre 6AB multiplié par la moitié de 
l'apothème OP. 

Corollaire. — Le rapport des aires de deux polygones régu- 
liers du même nombre de côtés est égal à celui des carrés de 
leurs apothèmes, ou de leurs rayons . 
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Les deux polygones réguliers ayant le même nombre de cotés 
sont semblables (27, 111) ; par conséquent, leurs surfaces sont 
entre elles comme les carrés des côtés homologues (33, II), ou 
des périmètres. Or, les périmètres sont proportionnels aux apo- 
thèmes et aux rayons des deux polygones réguliers (27, III); 
donc le rapport des surfaces de ces polygones est égal au rap- 
port des carrés de leurs apothèmes, ou de leurs rayons. 

Remarque. — L'aire d'un polygone quelconque^ circonscrit 
à un cercle, est égale au produit de son périmètre par la moitié 
du rayon du cercle inscrit. 

La démonstration de ce théorème est identique à celle du 
théorème précédent. 

THÉORÈME II. 

L'aire d'un cercle est égale au produit de sa circonférence par 
la moitié de son rayon. 

«Tineris d'abord dans le cercle donné un polygone régulier 
quelconque; par exemple un hexagone, puis des polygones régu- 

liers de 12, 24, etc , côtés. L'aire de chacun 

//^ de ces polygones est égale au produit de son 

[/ ^\ périmètre par la moitié de son apothème (I). 

r 1 Comme cette règle est indépendante du nom- 

/J bre et de la grandeur des côtés du polygone 

ni j / régulier inscrit, elle est applicable au cercle 

qui est la limite des surfaces de ces poly- 
gones; par conséquent, Taire du cercle est égale au produit de 
son périmètre, ou de sa circonférence, par la moitié de son 
apothème qui n'est autre que son rayon. 

Corollaire. — Je désigne par R le rayon du cercle donné, el 
j'ai dès lors 

cercle R = eût. R X ^ . 

Si, dans cette expression de l'aire du cercle R, je remplace 
cire. R par sa valeur 2*R (27, IV, c), je trouve : 

cercle R = - R 2 . 



• 
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11 résulte de cette égalité : l°que pour calcula* l'aire d'un cercle 
dont le rayon est donné \ on peut multiplier le carré de son rayon 
par le rapport de la circonférence au diamètre; 2° qu'on obtient 
réciproquement la longueur du rayon d'un cercle dont l'aire 
est donnée, en divisant par * le nombre qui exprime cette aire, 
et extrayant la racine carrée du quotient. 

• 

THÉORÈME HL 

L'aire d un secteur est égale au produit de la longueur de son 
arc par la moitié de son rayon. 

JL^ B Soient C le centre et CA le rayon d'un cercle; 

je dis que Taire du secteur ACB est égale au pro- 
duit de la longueur de Tare AB par la moitié du 
rayon CA. 
En effet, on a (15, II, c) 

sect.kCB orcAB 




cercle CA " cire. CA ' 

et, en multipliant les deux termes du dernier rapport par la 
moitié du rayon CA, 

. knn arc AB X -y 

sect. ACB 2^ 

cercle CA ~~ . nA w CA 
cire. CA X — 

CA 

Le cercle CA ayant pour mesure le produit cire. CA X y ( M ), 
il résulte de l'égalité précédente que 

, sect. ACB = wcAB X y. 

Remarque /. — Si l'on désigne par R le rayon CA, et par // 

le nombre des degrés de l'arc AB, on a (27, IV, c) pour la 

longueur de cet arc; l'aire du secteur ACB est par suite égale 
. dlW R , 7tR 2 // 
180 X 2 ' 0U 8 3b0 ' 
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Exemple : Calculer à un kilomètre carré près Taire du sec- 
teur de 23° 27' dans le cercle dont la circonférence a 40 000 Ki- 
lomètres de longueur. 

Si on remplace dans la formule le rayon R par sa valeur 

40000 

— , et la quantité n par 23° 27', ou 23°, 45, on a 

(40000)* x 23,45 
4* X 360 

pour la mesure de la surface du secteur proposé. En calculant 
cette mesure à une unité près, on trouve 8293741 kilomètres 
carrés. 

Remarque II. — L'aire du segment AMR est égale à la diffé- 
rence des aires du secteur CAMR et du triangle 
CAR. 

Lorsque la corde AR est le côté de l'un des 
polygones réguliers qu'on sait inscrire, on peut 
calculer cette corde en fonction du rayon par les 
moyens que donne la géométrie (28, III), et ob- 
tenir Taire du triangle CAR, puis celle du segment AMR. Dans 
tous les autres cas, il faut avoir recours à la Trigonométrie. 

Exemple. Calculer, à moins d'un centimètre carré, Taire du 
segment de 90° dans un cercle dont le rayon a 0 m ,12 de longueur. 

L'arc de 90° étant le quart de la circonférence, le secteur 
de 90° est aussi le quart du cercle; il a donc pour mesure 

^ ^ (III), ou *X(0,06) 2 . Le triangle qu'il faut retran- 
cher du secteur, pour avoir le segment demandé, est le quart 
du carré inscrit dans le cercle proposé ; par conséquent, sa sur- 

2(0 12)* 

face est égale à ■ | (28, 1), ou à 2(0,06) a . L'aire du seg- 
ment a donc pour mesure tt(0,06) 8 — 2 (0,06)*, ou 

(« — 2) (0,06)*. 




En calculant ce produit à un dix-millième près, on trouve 0,004 1 ; 
par suite, Taire du segment est de 41 centimètres carrés. 
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THÉORÈME IV. 

Les aires île deux cercles sont proportionnelles aux carrés de 
/rurs rayons. 

En effet, soient S et S' les aires de deux cercles, R et R' leurs 
rayons ; on a (II): 

S =zR a , . . 

et 

S' = T:!V â ; 

dès lors 

S' ~ R' 2 

Corollaire I. — Les aires de deux secteurs semblables, c'est- 
à-dire terminés par des arcs semblables, sont proportionnelles 
aux carrés de leurs rayons. 

Soient S et S' les aires de ces secteurs, R et R' leurs rayons, et 
n le nombre des degrés de leurs arcs ; on a (III, c) : 



et 



Par conséquent 



-Wn 
~ .160 ' 



360 ' 



Corollaire IL — Les aires de deux segments semblables, 
c'est-à-dire terminés par des arcs semblables, sont proportion- 
nelles aux carrés de leurs rayons. 

Car le secteur et le triangle dont la différence est égale à un 
îles segments sont respectivement semblables au secteur et au 
triangle qui forment l'autre segment. 
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PROBLÈMES NUMÉRIQUES. 

• ■ 

1. Un terrain, dont la forme est celle d'un hexagone régulier, 
a une superficie de 34 ares 19 centiares ; on demande de calcu- 
ler le contour de ce terrain. 

2. Calculer le côté d'un losange, en sachant que ce coté est 
égal à la plus petite diagonale, et que la surface du losange équi- 
vaut à celle d'un cercle de 10 mètres de rayon. 

3. Calculer l'aire d'un cercle, dans lequel une corde do 
0 m ,4 de longueur sous-tend un aie de 120°. 

4. Calculer les aires du secteur et du segment de 30° dans h* 
cercle dont le rayon est de 5™, 20. 

5. Exprimer l'aire du cercle en fonction de sa circonférence. 
Faire une application de la formule trouvée, en calculant à un 
kilomètre carré près l'aire d'un méridien terrestre. 

6. Trouver, à moins d'un millimètre, le rayon d'un cercle, 
en sachant que si ce rayon augmentait de 1 centimètre, Paire 
de ce cercle augmenterait de 1 mètre carré. 

7. Calculer, à un centimètre carré près, l'aire d'un cercle 
tel que la surface de l'hexagone régulier inscrit dans ce cercle 
soit de 10 mètres carrés. 

8. Un cercle dont le rayon a 2 n, ,2o de longueur est inscrit 
dans un angle de 60°. Calculer, à 1 centimètre carré près, l'aire 
du triangle mixtiligne, formé par les cotés de l'angle et l'arc do 
cercle compris entre les points de coûtai ! . 

PROBLÈMES GRAPHIQUES. 

1 . Étant donné un hexagone régulier ABCDEF, on joint les 
sommets de deux en deux par les diagonales AC, BD, CE, DF, 
EA, FB, et l'on propose : 1° de démontrer que le polygone 
abedef tonné par les intersections des diagonales consécutives 
sera régulier ; 2° de trouver le rapport de la surface de ce poly- 
gone à celle de l'hexagone donné. 

2. Si, sur les cotés de l'angle droit d'un triangle rectangle 
comme diamètre, on décrit des demi-circonférences qui soient 
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extérieures au triangle, chacune de ces courbes fait, avec la 
demi-circonférence menée par les sommets du triangle, une 
ligure qui a la forme d'un croissant et qu'on nomme lunule 
d ' Hippocrate, géomètre grec du V e siècle Démontrer que la 
somme des surfaces des deux lunules est équivalente à la surface 
du triangle rectangle. 

3. Décrire un cercle qui touche intérieurement un cercle 
donné et divise sa surface en deux parties proportionnelles à 
des lignes données. 

4. La surface comprise entre deux circonférences concen- 
triques est équivalente au cercle qui a pour diamètre une corde 
de la circonférence extérieure, tangente à la circonférence inté- 
rieure. 

5. Décrire deux circonférences concentriques telles que la 
plus petite divise en deux parties équivalentes la surface com- 
prise dans la plus grande. 

6. Quel est le rapport des aires des hexagones réguliers in- 
scrit et circonscrit au même cercle? 

7. L'aire d'un dodécagone régulier est égale au triple du 
carré de son rayon. 

8. La somme des perpendiculaires menées d'un point quel- 
conque de l'intérieur d'un polygone régulier sur tous les cotés 
de ce polygone est constante. 

9. Si l'on partage le diamètre AB d'un cercle en deux seg- 
ments quelconques AC, CB, et qu'on décrive d'un côté de la 
droite AB une demi-circonférence sur le premier segment 
comme diamètre, et de l'autre côté une demi-circonférence 
sur le second segment, l'ensemble de ces deux lignes courbes 
divise la surface du cercle donné en deux parties proportion- 
nelles aux segments AC, CB, du diamètre AB. 

10. Prenez sur la circonférence d'un cercle deux arcs AB, 
BC, respectivement égaux au quart et au sixième de la circon- 
férence ; menez ensuite une sécante par le point A et le milieu 
de la droite BC ; la corde interceptée sur cette sécante repré- 
sente, à moins d'un millième du rayon, le côté du carré équiva- 
lent au cercle. 

11. Si l'on tire dans un cercle trois rayons OA, OB, OC, for- 
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niant entre eux des angles de 120°, et qu'on prenne sur ees 
droites les longueurs OÀ', OB', OC, égales au coté du carré in- 
scrit dans le cercle, le triangle équilatéral A'B'C est équivalent 
à l'hexagone régulier inscrit dans le même cercle. 

12. Construire sept hexagones réguliers égaux, de manière, 
que six d'entre eux aient deux sommets situés sur une circon- 
férence donnée et un côté commun avec le septième, qui doit 
avoir le même centre que cette circonférence. — Démontrer 
que le polygone concave, formé de ces sept hexagones, est 
équivalent à l'hexagone régulier inscril dans la circonférence 
donnée. 



FIN DE LA GÉOMÉTRIE PLANE. 
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FIGURES DANS L'ESPACE 



PREMIÈRE ET DEUXIÈME LEÇON. 

1 

Programme : Du plan et de la ligne droite. — Deux droites qui se coupent 
déterminent la position d'un plan. — Conditions pour qu'une droite soit 
perpendiculaire à un plan. — Propriétés de la perpendiculaire et des 
obliques menées d'un même point à un plan. 



DÉFINITIONS. 

4. Le plan est une surface telle que la ligne droite, menée 
par deux points quelconques de cette surface, coïncide avec elle 
dans toute son étendue. 

La position d'un plan dans l'espace n'est pas déterminée, 
s'il n'est assujetti qu'à la condition de passer par une ligne 
droite donnée ; car on peut le faire tourner sur cette ligne 
comme axe sans qu'il cesse de la contenir, et le faire passer 
successivement par tous les points de l'espace. 

2. Il résulte de la définition précédente que toute ligne 
droite qui traverse un plan, c'est-à-dire qui se trouve en partie 
d'un côté de ce plan et en partie de l'autre côte, ne peut avoir 
qu'un point commun avec lui, puisqu'ils ne coïncident pas. 
Par conséquent, lorsqu'un plan et une ligne droite se coupent, 

AM. 12 
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leur intersection est un point. Ce point a reçu le nom de pied 
de la ligne droite. 

3. Une ligne droite et un plan qui se rencontrent sont per- 
pendiculaires l'un à l'autre, si la ligne droite est perpendicu- 
laire à toutes les lignes droites qu'on peut mener par son pied 
dans le plan. 

On dit qu'une ligne droite est oblique à un plan, lorsqu'elle 
le rencontre sans être perpendiculaire à toutes les lignes 
droites qu'on peut mener par son pied dans ce plan. 

THÉORÈME I. 

On peut faire passer un plan par deux lignes droites qui se 
coupent, et l'on ne peut en faire passer qu'un seul. 

Soient AB, AG, deux lignes 
droites qui se coupent au point A; 
je mène un plan quelconque P par 
l la ligne droite AB, et je le fais 
<i tourner autour de cette ligne jus- 
qu'à ce qu'il passe par le point C de 
« Nc l'autre ligne droite AC. Dans cette 

dernière position, le plan P a deux points A et C communs 
avec la ligne droite AC; il la contient donc tout entière. Par 
conséquent, on peut faire passer un plan P par les deux lignes 
droites AB, AC qui se coupent. 

Je dis en second lieu que tout autre plan Q mené par ces 
lignes coïncide avec le plan P. Pour le démontrer, je tire 
d'un point quelconque L du plan Q une ligne droite LM, qui 
rencontre les deux lignes droites AB, AC. Les points d'intersec- 
tion M et N sont situés dans le plan P, qui contient par hypo- 
thèse les deux lignes AB, AC; la ligne droite LM et le point L 
du plan Q se trouvent dès lors dans le plan P. Donc les plans P 
et Q ont tous leurs points communs, et coïncident dans toute 
leur étendue. 

Corollaire L — Une ligne droite et un point, extérieur à 
celle ligne, déterminent un plan et n'en déterminent qu'un seul. 
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Car, si Ton mène par le point donné une ligne droite qui 
coupe la ligne droite donnée, ces deux lignes déterminent un 
plan et n'en déterminent qu'un seul. 

Corollaire II. — Trois points qui ne sont pas en ligne droite 
déterminent un plan et n'en déterminent qu'un seul. 

En effet, les lignes droites qui joignent l'un des trois points 
aux deux autres ne déterminent qu'un plan. 

Corollaire III. — Deux lignes droites parallèles ne détermi- 
nent quun plan. 

Par définition, deux lignes droites parallèles sont situées 
dans un plan; je dis en outre qu'elles ne déterminent qu'un 
plan, car on n'en peut mener qu'un seul par l'une de ces lignes 
et un point quelconque de l'autre. 

Corollaire IV.— On peut conclure du théorème précédent 
(pie deux plans coïncident dans toute leur étendue 1° s'ils ont 
deux droites communes^ qu'elles soient concourantes ou paral- 
lèles; 2° s'ils ont une ligne droite et un point, extérieur à celle 
ligne, communs l'un à l'autre; 3° s'ils ont trois points communs, 
qui ne soient pas en ligne droite. 

Corollaire V.— Deux lignes droites A, B, données d'une ma- 
nière quelconque dans l'espace, ne sont pas généralement situées 
dans un même plan. 

En effet, si l'on mène un plan P par la droite A et un point b 
de la droite B, ce plan ne contiendra pas généralement la droite 
B, et ne sera que traversé par elle. Dans ce cas, aucun plan ne 
pourra passer par les deux lignes droites A, B; car s'il en exis- 
tait un, il devrait coïncider avec le plan P, puisqu'il contien- 
drait avec lui la droite A et le point b. Par suite, la droite B 
serait comprise dans le plan P; ce qui est contraire à l'hypo- 
thèse. 

Remarque. — Pour représenter un plan, surface illimitée qui 
n'a pas de forme, on trace sur ce plan un polygone quel- 
conque, par exemple un quadrilatère ; mais il faut concevoir ce 
plan prolongé indéfiniment au delà du contour de ce polygone. 
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THÉORÈME IL 



Si deux plans M et N se coupent, leur intersection est une 



ligne droite. 

Soient A et B deux points communs aux plans M et N ; cha- 
cun de ces plans contient la ligne droite AB, qui dès lors fait 
partie de leur inlersection. Comme les plans M et N ne peu- 
vent avoir de point commun hors de cette ligne, puisqu'ils ne 
coïncident pas (I, c), la ligne droite AB est la seule ligne suivant 
laquelle ces plans se coupent. 



Une ligne droite est perpendiculaire à un plan lorsqu'elle est 
perpendiculaire à deux lignes droites, menées par son pied dans 
ce plan. 



En effet, je tire la ligne droite DC dans le plan MN, de ma- 
nière qu'elle rencontre les trois lignes BC, BD, BI ; et je joins 
par des lignes droites chacune des intersections C, D, I, aux 
deux poinls A, K, pris sur la droite AB à la même distance de 
son pied B. Les triangles ACD, KCD sont égaux, car le côté CD 
leur est commun; les côtés CA, CK sont égaux, parce que la 
droite BC est perpendiculaire au milieu de AK (P., 6, III)*, et les 
côtés AD, DK, le sont aussi par la même raison. Par conséquent, 
les angles ACD,KCD, opposés aux côtés égaux DA, DK sont égaux. 

Les deux triangles ACI, KCr ont dès lors un angle égal com- 
pris entre deux côtés égaux chacun à chacun; donc le côté AI 
est égal à KL Chacun des deux points I et B étant également 



* Les renvois à la Géométrie plane sont indiqués par la lettre P. 



THÉORÈME III. 




N 



Soit B l'intersection de la ligne 
droite AB et du plan MN; je suppose 
AB perpendiculaire à chacune des 
deux lignes droites BC, BD menées 
par son pied dans le plan MN, et je 
dis qu'elle est aussi perpendiculaire 
à toute autre ligne droite, telle que 
BI, tracée parle point B dans ce plan. 
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éloigné des extrémités de la droite AK, la droite BI est perpen- 
diculaire à AK. Réciproquement, AK est perpendiculaire à BI, 
et, par suite, au plan MN. 

Corollaire.— Si Von mène par la ligne droite AB différents 

plans ABC, ABD, etc., et qu'on élève 
par le point B de celte ligne, dans cha- 
cun de ces plans, les perpendiculaires 
BC, BD,... sur AB, le lieu géométrique 
de ces perpendiculaires est un plan. 

En effet, soit MN le plan déterminé 
par les deux perpendiculaires BC, BD; 
je dis qu'il contient toutes les autres. Je mène par la ligne 
droite AB un plan quelconque ABE qui coupe le plan MN sui- 
vant la ligne droite BE, et je fais remarquer que AB est perpen- 
diculaire à BE, puisqu'elle est perpendiculaire par hypothèse 
au plan MN. Par conséquent la perpendiculaire, élevée par le 
point B sur la droite AB dans le plan ABE, est comprise dans 
le plan MN. Réciproquement, toute droite menée par le point 
B dans ce plan est perpendiculaire à la droite AB; donc le 
plan MN est le lieu géométrique demandé. 

THÉORÈME IV. 

On peut mener par un point donné 0 mu plan perpendicu- 
laire à une ligne droite donnée AB, mais on ne peut en mener 
qu'un seul. 

1» Je suppose le point 0 situé sur la 
droite AB, et j'élève par ce point les per- 
pendiculaires OC, OD, sur AB dans deux 
plans différents. Le plan MN conduit par 
« ces deux lignes est perpendiculaire a la 
droite AB, puisque cette ligne est per- 
pendiculaire aux deux droites OC, OD, 
menées par son pied dans ce plan (Iilj. 

Tout autre plan passant par le point 0 est oblique à la droite 
AB, car il n'y a que le plan MN qui contienne toutes les per- 
pendiculaires élevées par le point 0 sur cette droite (III, c). 



A 
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2° Si le point 0 est donné hors de la 
droite AB, j'abaisse de ce point la per- 
pendiculaire OP sur AB dans le plan que 
déterminent le point 0 et la ligne AB. 
Je fais remarquer ensuite que le plan 
demandé doit couper la droite AB au 
même point P que OP, puisque cette 
ligne est la seule perpendiculaire qu'on puisse mener du point 
0 sur AB, et j'en conclus que ce plan n'est autre que le plan 
perpendiculaire à la droite AB mené par le point P. Pour en 
achever la construction, il suffit donc d'élever par le point P 
la perpendiculaire PC sur AB dans un autre plan que ABO, et 
de faire passer un plan MN par les deux droites PO, PC. 

THÉORÈME V. 

On peut mener par un point donné 0 une ligne droite perpen- 
diculaire à un plan donné MN, mars on ne peut en mener qu'une. 

i° Je suppose le point 0 situé dans le 
plan MN, et je tire par ce point une droite 
quelconque AB dans ce plan. Je mène 
ensuite par le même point le plan CDE 
perpendiculaire à la droite AB (IV); soit 
CD son intersection avec le plan MN. Je 
trace dans le plan CDE la ligne droite OF 
perpendiculaire à CD, et je dis qu'elle est perpendiculaire au 
plan MN. 

En effet, la ligne droite AB, perpendiculaire au plan CDE, 
est perpendiculaire à la ligne droite OF menée par son pied 
dans ce plan; dès lors OF est perpendiculaire aux deux lignes 
droites AB, CD du plan MN et, par suite, à ce plan (III). 

Toute autre ligne droite, menée par le point 0 dans le plan 
CDE ou à l'extérieur, est oblique au moins à l'une des deux 
lignes droites CD, AB; par conséquent, elle n'est pas perpen- 
diculaire au plan MN. 

2° Si le point 0 est situé hors du plan MN, je trace dans ce 
plan une droite quelconque AB, et je mène par le point 0 le 
plan OAC perpendiculaire à cette ligne (IV). Soit AC son in- 
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tcrsection avec le plan MN; je lire dans le plan 
OAC la ligne droite OP perpendiculaire à AC, 
-j et je dis qu'elle est perpendiculaire à toute 
■VA J autreligne droite BP du plan MN et, parsuile, 

Z._ D ^x\ I j/ à ce plan. 

Pour le démontrer, je prends sur le pro- 
longement de OP une longueur PO 7 égale à PO, 
puis je lire les droites O'A, O'B, OA et OB. La droite AB étant, 
par hypothèse, perpendiculaire au plan OAC, les angles OAB, 
O'AB sont droits, et les trianglesBAO, BAO' ont un angle égal 
compris entre deux côtés égaux chacun à chacun ; car le côté AB 
leur est commun, et les droites AO, AO 7 sont égales parce qu'elles 
s'écartent également de AP perpendiculaire au milieu de la 
droite OO 7 . Donc ces triangles sont égaux, et le côté BO est égal 
à BO 7 ; le triangle OBO 7 est par suite isocèle, et la droite BP 
qui joint son sommet B au milieu de sa hase OO 7 est perpen- 
culaire à cette base. Dès lors la droite OO 7 est perpendiculaire 
an plan MN. 

Toule autre droite OB, menée par le point 0 jusqu'à la ren- 
contre du plan MN, est oblique à ce plan; car, si je tire la 
droite BP qui joint les pieds des deux droites OP, OB, l'angle 
OPB du triangle BOP est droit, puisque la droite OP est per- 
pendiculaire au plan MN; par conséquent l'angle OBP est aigu, 
et la droite OB oblique au plan MN. 

THÉORÈME VI. 

Si on mène, d'un point A extérieur au plan MN, la perpendi- 
culaire AB et différentes obliques AC, AD, AE, etc., sur ce plan, 
1° La perpendiculaire AB est plus courte que toule oblique; 
2» Deux obliques AC, AD, qui s'écartent également du pied 
de la perpendiculaire, sont égales; 

3° De deux obliques inégalement éloignées 
du pied de la perpendiculaire, celle qui s'en 
écarte le plus est la plus grande. 

4° Dans le plan ABC, la ligne droite AB 
est perpendiculaire, et la ligne droite AC 
oblique à l'intersection BC des deux plans 
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MN et ABC; par conséquent la perpendiculaire AB au plan MN 

est plus courte que l'oblique AC (P., 6, If). 

2° Je suppose les distances BC, BD, égales 
entre elles, et je dis que l'oblique AC est 
égale à l'oblique AD. 

En effet, les triangles ABC, ABD sont 
égaux, parce qu'ils ont un angle droit com- 
pris entre deux côtés égaux chacun à chacun; donc leurs hy- 
poténuses, c'est-à-dire les obliques AC, AD, sont égales. 

3o Soit la distance BE plus grande que BD; je dis que l'obli- 
que AE est plus grande que l'oblique AD. 

Je prends sur BE une longueur BF égale à BD, et je tire 
la ligne droite AF. Les obliques, AD, AF, au plan MN sont, 
égales, puisqu'elles s'écartent également de la perpendiculaire 
AB. Mais les trois lignes droites AB, AE, AF sont comprises 
dans le môme plan ABE, et la première est perpendiculaire 
à la ligne droite BE, tandis que les deux autres sont obliques 
à celte ligne; la plus grande de ces obliques est donc AE qui 
s'écarte le plus de la perpendiculaire AB (P., 6, II). Par consé- 
quent AE est aussi plus grande que AD. 

Remarque.— On mesure la distance du point A au plan MN 
par la perpendiculaire AB menée de ce point sur le plan. 

Corollaire.— Le lieu géométrique des pieds des obliques, 
égales à la ligne droite AC et passant par le même point A, 
est la circonférence décrite du pied de la perpendiculaire AB 
cormne centre, avec un rayon égal à BC. 

De là résulte cette construction pour mener une perpendi- 
culaire sur un plan MN par un point A extérieur à ce plan : on 
fixe au point A l'une des extrémités d'une corde dont la lon- 
gueur soit égale à AC, et l'on marque avec l'autre extrémité 
sur le plan donné trois points C, D, F, également éloignés de A; 
puis on détermine le centre B delà circonférence passant par 
les points C, D, F. Ce centre est le pied de la perpendiculaire 
demandée, qu'on obtient dès lors en tirant la droite AB. 

^THÉORÈME VIL 
Si, par le milieu A de la ligne droite BC, on mène un plan 
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MN perpendiculaire à cette ligne, 1° tout point du plan est 
également éloigné des extrémités de BC; tout point extérieur 

au plan est inégalement distant des mêmes 
extrémités. 

1° Soit D un point du plan MN; je tire 
les lignes droites DA, BD, DC , et je fais 
remarquer que DA est perpendiculaire au 
milieu de BC dans le plan BDC. Par con- 
séquent, le point D de cette ligne droite 
est également éloigné des extrémités de BC (P., 6, III). 

2» D'un point quelconque E, extérieur au plan MN, je tire 
les lignes droites EB, EC, et je dis qu'elles sont inégales. 

En effet, le plan EBC coupe le plan MN suivant la ligne 
droite AD perpendiculaire au milieu de BC ; donc le point E, 
extérieur à AD, n'est pas situé à la même distance des deux 
points B et C (P., 6, III). 

Corollaire.— le lieu géométrique des points de l'espace éga- 
lement éloignés de deux points donnés est le plan perpendicu- 
laire au milieu de la ligne droite qui joint ces deux points. 



THÉORÈME VIII. 

Si, du pied P d'une ligne droite PO perpendiculaire au 

plan MN, on abaisse une perpendiculaire 
°, sur une ligne droite BC de ce plan, toute 

ligne droite qui joint le pied A de celte 
seconde perpendiculaire à un point quel- 
conque 0 de la première est elle-même 
^ \ J perpendiculaire à BC. 

Je prends sur BC les distances AB, AC, 
égales entre elles, et je tire les droites PB, PC, ainsi que les 
droites OB, OC. Dans le plan MN, les obliques PB, PC, à la 
droite BC sont égales, puisqu'elles s'écartent également de la 
perpendiculaire PA (P., 6, II); donc les droites OB, OC, obli- 
ques au plan MN, sont également éloignées de la droite OP 
perpendiculaire à ce plan, et, par suite, égales entre elles (VI). 
Dès lors le triangle OBC est isocèle, et la droite AO qui joint 
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son sommet 0 au milieu A de sa base est perpendiculaire à 
cette base. 

Remarque.— Cette proposition, connue sous le nom de théo- 
rème des trois perpendiculaires, prouve que le plan OPA est 
perpendiculaire à la ligne droite BC. 

Corollaire. — La figure précédente montre que les deux 
lignes droites BC, PO, qui ne sont pas comprises dans un même 
plan, ont une perpendiculaire commune AP, et que cette perpen- 
diculaire mesure leur plus courte distance. Car toute autre ligne 
droite OB, qui joint deux points quelconques 0 et B des lignes 
droites OP, BC, est plus grande que OA, et, par suite, plus 
grande que PA. 

PROBLÈMES. 

1. Tracer par un point donné une ligne droite qui rencontre 
deux lignes droites non situées dans le même plan. 

2. Toute ligne droite, également inclinée sur trois lignes 
droites qui passent par son pied dans un plan, est perpendicu- 
laire à ce plan. 

3. Quel est le lieu géométrique des points d'un plan égale- 
ment éloignés de deux points donnés hors de ce plan? 

A. Quel est le lieu géométrique des points de l'espace égale- 
ment éloignés de trois points non situés en ligne droite? 

5. Quel est le lieu géométrique des pieds des perpendicu- 
laires, menées d'un point extérieur à un plan, sur les diffé- 
rentes lignes droites qu'on peut tirer dans ce plan par un point 
donné? 

6. Quel est le lieu géométrique des points de l'espace tels 
que la différence des carrés des distances de chacun d'entre 
eux à deux points donnés soit constante? 

7. Trouver sur une ligne droite un point tel que la différence 
des carrés de ses distances à deux points donnés soit égale à 
un carré donné. 

8. Trouver sur un plan le lieu géométrique des points tels 
que la somme des carrés des distances de chacun d'entre eux 
à deux points donnés hors du plan soit constante. 
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Programme : Parallélisme des droites et des plans. 



DÉFINITIONS. 

1. Une ligne droite est parallèle à un plan lorsqu'elle ne 
peut le rencontrer, quelque loin qu'on prolonge cetle droite et 
le plan. 

2. Deux plans sont parallèles s'ils ne peuvent se rencontrer, 
quelque prolongés qu'ils soient. 

THÉORÈME I. 

■ 

Si deux lignes droites sont parallèles, tout plan perpendicu- 
laire à l'une est aussi perpendiculaire à l'autre. 

Soient AB et CD deux lignes droites pa- 
rallèles; je suppose le plan MN perpendicu- 
—7 laire à AB, et je dis qu'il est aussi perpendi- 
/ culaire à CD. 

En effet, le plan déterminé par les deux 
parallèles AB, CD (I), coupe le plan MN suivant la ligne droite 
AC. Or la ligne droite AB, perpendiculaire au plan MN, est per- 
pendiculaire à la ligne droite AC, menée par son pied dans ce 
plan; donc la ligne droite CD, parallèle à AB, est aussi per- 
pendiculaire à AC (P., 1, III). 

Pour démontrer que CD est perpendiculaire à une autre 
ligne droite du plan MN, je tire dans ce plan la ligne droite 
CE perpendiculaire à CA, et je joins le point C à un point quel- 
conque B de AB par la ligne droite CB. Il résulte du théorème 
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des trois perpendiculaires (I, VIII) que la ligne droite CE est 
perpendiculaire à CB et, par suite, au plan ACB (1, III ); par 
conséquent la ligne droite CD, menée par le point C dans ce 
plan, est perpendiculaire à CE. Or CD est déjà perpendiculaire 
à CA, donc elle est aussi perpendiculaire au plan IIN, qui con- 
tient les deux lignes droites CA et CE. 

THÉORÈME II. 

Si deux lignes droites AB,CD, sont perpendiculaires au même 
plan MN, elles sont parallèles. 

B En effet, la parallèle menée à la ligne 

droite AB par le point C, où la droite CD 
~? rencontre le plan MN, est perpendiculaire 
/ à ce pian (I); elle coïncide donc avec CD 
qui, par hypothèse, est aussi perpendi- 
culaire au plan MN (1, V). 

Corollaire. — Deux lignes droites A et B, parallèles à une 
troisième C, sont parallèles entre elles. 

Car, si je mène un plan perpendiculaire à la ligne droite C, 
ce plan sera aussi perpendiculaire aux lignes droites A, B, qui 
sont parallèles à C (I); les deux lignes A et B sont donc paral- 
lèles Tune à l'autre (II). 

THÉORÈME III. 

Si la ligne droite AB est parallèle à une ligne droite CD si- 
tuée dans te plan MN, elle est aussi parallèle à ce plan. 

Le plan ABCD, déterminé par les deux pa- 
rallèles AB, CD, coupe le plan MN suivant la 
ligne droite CD; par conséquent la ligne 
droite AB, qui est située dans le premier de 
ces deux plans, ne peut rencontrer le second 
MN, puisqu'elle est supposée parallèle à leur intersection CD. 

THÉORÈME IV. 
Si, par la ligne droite AB, parallèle au plan MN, on fait 
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passer un plan qui coupe le plan MN, leur intersection CD est 
parallèle à la ligne droite AB. 

En effet, les 1 ignés droites AB et CD ne 
pauvent se renconlrer, puisque la première 
AB est parallèle au plan MN, qui contient la 
seconde CD. Or ces lignes sont situées dans 
le même plan ABCD; elles sont donc paral- 
lèles. 

Corollaire. — Si la ligne droite AB et le plan MN sont pa- 
rallèles, la parallèle menée à AB par un point C du plan MN est 
située dans ce plan. 

Car le plan déterminé par la ligne droite AB et le point C 
coupe le plan MN suivant une ligne droite CD parallèle à AB, 
puisque la ligne droite AB est parallèle au planMN (IV). 

THÉORÈME V. 

Les portions AC, BD, de deux lignes droites parallèles, com- 
prises entre une ligne droite AB et un plan MN parallèles, sont 
égales. 

En effet, le plan des deux parallèles AC, 
BD, coupe le plan MN suivant une ligne droile 
CD parallèle à AB, puisqu'il passe par la 
ligne droite AB qui est, par hypothèse, pa- 
rallèle au plan MN (IV). Par conséquent, le 
quadrilatère ABCD est un parallélogramme, et les lignes droites 
AC, BD, sont égales. 

Corollaire. — Une ligne droite et un plan parallèles sont 
partout également distants. 

De deux points quelconques A et B de la ligne droite AB, 
parallèle au plan MN, j'abaisse les perpendiculaires AC, BD sur 
ce plan; ces lignes sont parallèles (II) et, par suite, égales entre 
elles. Donc la ligne droite AB et le plan MN sont partout éga- 
lement distants. 

THÉORÈME VI. 

Deux plans EF, GH, perpendiculaires à la même ligne droite 
AB, sont parallèles. 
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En effet, ces plans ne peuTentse rencontrer, 
puisqu'on ne peut mener par aucun point de 
l'espace deux plans perpendiculaires à la 
même ligne droite AB (1, IV). 



y. 



n 




Corollaire. — Le lieu géométrique des droites, menées paral- 
lèlement au plan MN par le même point A, 
est un plan parallèle au plan MN. 

Je mène du point A une parallèle quel- 
conque AB et la perpendiculaire AC au plan 
MN. Ces deux lignes déterminent un plan 
qui coupe le plan MN suivant une droite CD parallèle à AB (IV); 
dès lors la droite CD et sa parallèle AB sont perpendiculaires 
à AC. Les parallèles au plan MN, menées par le même point A, 
sont donc perpendiculaires à la droite AC. Réciproquement, 
toute droite AB perpendiculaire à la droite AC est parallèle au 
plan MN. En effet, le plan mené par AB et AC coupe le plan 
MN suivant une droite CD, perpendiculaire à AC, de sorte 
que la droite AB est parallèle à CD (P., 7, 1) et, par suile, au 
plan MN; par conséquent, le lieu géométrique demandé est 
un plan perpendiculaire à AC (I, III), c'est-à-dire parallèle au 
plan MN. 

THÉORÈME VII. 

Les intersections AB, CD, de deux plans parallèles EF, GH, 

par un même plan ABCD, sont parallèles. 

Les lignes droites AB, CD, situées respec- 
tivement dans les plans parallèles EF, GH, 
ne peuvent se rencontrer. Or, ces lignes se 
trouvent aussi dans le même plan ABCD; 
donc elles sont parallèles. 




THÉORÈME VIII. 

Si deux plans sont parallèles, toute ligne droite perpendicu- 
laire à Vun est aussi perpendiculaire à Vautre. 



« 
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Soit AB une ligne droite perpendiculaire 
au plan EF; je dis qu'elle est aussi perpen- 
diculaire au plan GII parallèle à EF. 

Par le point d'intersection B de la ligne 
AB et du plan GH, je tire dans ce plan une 
ligne droite quelconque BD, et je remarque 
ensuite que le plan déterminé par les deux lignes AB, BD, 
coupe le plan EF suivant une ligne droite AC parallèle à BD 
(VII). La droite AB, perpendiculaire au plan EF par hypothèse, 
est aussi perpendiculaire à la droite AC et, par suite, à sa pa- 
rallèle BD. Or, BD est une droite quelconque menée par le pied 
de AB dans le plan GH; donc la droite AB est perpendiculaire 
à ce plan. 

Corollaire I. — Deux plans A et B, parallèles à un troisième 
C, sont parallèles entre eux. 

Car, si je mène une droite perpendiculaire au plan C, cette 
droite est aussi perpendiculaire aux plans A, B, qui sont dès 
lors par allèles l'un à l'autre (VI). 

Corollaire H. — On ne peut mener par un point qu'un seul 
plan parallèle à un plan donné. 

THÉORÈME IX. 

Les portions AC, BD, de deux lignes droites parallèles, com- 
prises entre deux plans parallèles EF, GH, sont égales. 

Le plan des deux droites parallèles AC, 
BD, coupe les deux plans parallèles EF, GH, 
suivant deux droites AB, CD, qui sont aussi 
parallèles (VII). Par conséquent, le quadri- 
latère ABCD est un parallélogramme, et tes 
côtés opposés AC, BD sont é gaux . 
Corollaire. — Deux plans parallèles EF, GH, sont partout 
également distants. 

De deux points quelconques A et B du plan EF, j'abaisse les 
perpendiculaires AC, BD sur le plan GH ; ces droites sont pa- 
rallèles (II) et, par suite, égales entre elles. Donc les plans pa- 
rallèles EF, GH sont partout également distants. 
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THÉORÈME X. 

Trois plans parallèles M, N, P, interceptent des segments pro- 
portionnels sur deux lignes droites AC, DF, qu'ils rencontrent. 

Soient A, B, C, les points où la droite AC 
rencontre les plans M. P, et D, E, F, les 
intersections de chacun des mêmes plans et 
de la droite DF; je tire du point A la droite 
AH parallèle à DF, et je mène le plan des 
deux droites AC, AH. Ce plan coupe les plans 
parallèles N et P suivant les droites BG, CH 
qui sont parallèles (VII); il en résulte que 

' ' (P., 20, I) 

AB AC 

BC G H 

Mais les droites parallèles AG, DE sont égales, puisqu'elles 
sont comprises entre les plans parallèles M et N (IX), et la droite 
GH est égale à EF pour la même raison; par conséquent 

AB DE 

BC ~~ EF 







1 












V 
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THÉORÈME XL 

Si deux angles non situés dans le même plan ont leurs côtés 
parallèles, ils sont égaux ou supplémentaires, et leurs plans 
sont parallèles. 

Je considère 1° deux angles BAC, EDF, dont les côtés soient 
parallèles et dirigés dans le même sens deux à deux, et je dis 
qu'ils sont égaux. 

Je prends, sur les côtés parallèles AB, DE, 
les longueurs AB, DE, égales entre elles, et 
sur les deux autres côtés, les longueurs égales 
AC, DF; je tire ensuite les droites AD, BE, 
CF. Le quadrilatère ABED, dont les côtés op- 
posés AB, DE, sont égaux et parallèles, est un 
parallélogramme; par conséquent, les deux 
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autres côtés AD, DE sont aussi égaux et parallèles. Or, la droite 
AD est égale et parallèle à CF par la même raison ; donc les 
deux droites BE, CF sont égales et parallèles à la même droite 
AD, et, par suite, égales et parallèles entre elles (II, c). Il en 
résulte que le quadrilatère BCFE est un parallélogramme, et 
que ses côtés opposés BC, EF sont égaux; les triangles ABC, 
DEF ont dès lors les côtés égaux chacun à chacun, et l'angle 
BAC opposé au côté BC est égal à l'angle EDF opposé au côlé EF. 

2° Les angles proposés sont encore égaux, si leurs côtés pa- 
rallèles ont des directions contraires. 

Démonstration identique à celle du même théorème de la 
Géométrie plane (P., 9, 1). 

3° Ces angles sont supplémentaires, si deux côtés parallèles 
ont la même direction, et les deux autres des directions con- 
traires. 

Démonstration identique à celle du même théorème de la 
Géométrie plane (P., 9, 1). 

A 9 Pour démontrer le parallélisme des plans ABC, DEF, je 
fais remarquer que les lignes droites AB, AC, sont parallèles au 
plan DEF, puisqu'elles sont respectivement parallèles aux li- 
gnes droites DE, DF de ce plan (III); le plan déterminé par les 
lignes droites AB, AC est donc parallèle au plan DEF (VI, c). 

Remarque. — On appelle angle de deux lignes droites, non si- 
tuées dans le même plan, l'angle constant que forment les pa- 
rallèles menées à ces lignes par un même point de l'espace. 

problèmes. 

1. Mener une parallèle à une ligne droite, de manière qu'elle 
rencontre deux autres lignes droites qui ne sont pas comprises 
dans un même plan. 

2. Si une ligne droite et un plan sont perpendiculaires à la 
même droite, ils sont parallèles. 

3. Si deux plans qui se coupent passent par deux lignes 
droites parallèles, leur intersection est parallèle à ces lignes. 

4. Lorsque deux plans qui se coupent sont parallèles à une 
même ligne droite, leur intersection est parallèle à cette ligne. 

au. 43 
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5. Mener par une ligne droite un plan parallèle à une autre 
ligne droite. 

6. Mener par un point un plan parallèle à deux lignes droites 
données, ou à un plan donné. 

7. Trouver le lieu géométrique des points dont les distances 
à deux plans parallèles sont proportionnelles à deux longueurs 
données m et n. 

8. Tout plan, parallèle à deux côtés opposés d'un quadrila- 
tère gauche (quadrilatère dont les côtés ne sont pas compris 
dans un même plan), divise les deux,autrcs côtés en segments 
proportionnels. 

9. Les lignes droites qui passent par les milieux des côtés 
opposés d'un quadrilatère gauche se rencontrent, et leur in- 
tersection est située au milieu de la ligne droite qui joint les 
milieux des diagonales. 
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Programme : Lorsque deux plans se rencontrent, la ligure que forment ces 
plans, terminés à leur intersection commune, s'appelle angle dièdre. — 
Génération des angles dièdres par la rotation d'un plan autour d'une 
droite. — Dièdre droit. — Angle plan correspondant à l'angle dièdre.— 
Le rapport de deux angles dièdres est le même que celui de leurs angles 
plans. 



DÉFINITIONS. 



D 



1. On appelle angle dièdre la figure formée par deux plans 
b ABC, DBC, qui se coupent et sont terminés à 

leur intersection BC. Cette ligne droite BC est 
ïarêle de Fangle dièdre qui a les deux plans 
ABC, DBC pour faces. 

On désigne un angle dièdre par deux lettres 
placées sur son arête, quand cette ligne droite 
n'appartient qu'à lui seul. Dans le cas contraire, on écrit une 
lettre sur chacune des faces et deux lettres sur l'arête; puis on 
énonce celles-ci entre les deux autres. Ainsi l'angle dièdre ABCD 
a pour arête la ligne droite BC, et ses deux faces ABC, DBC 
passent respectivement par les points A, D. 

La grandeur d'un angle dièdre, par exemple de l'angle 
ABCD, ne dépend que de l'écartement de ses faces, qu'il faut 
toujours concevoir prolongées indéfiniment. Pour se faire un^ 
idée de cette grandeur, on suppose le plan DBC d'abord appli- 
qué sur le plan ABC; puis on le fait tourner autour de l'arête 
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BC jusqu'à ce qu'il ait repris sa posilion primilive. La quan- 
tité dont le plan DBC a tourné est précisément ce qui constitue 
la grandeur de l'angle dièdre ABCD. 

2. Deux angles dièdres sont adjacents lorsqu'ils ont la même 
arête, une face commune, et qu'ils sont placés des deux côlés 
de cette face. 

Un plan ABP est perpendiculaire ou oblique à un plan MN 

qu'il coupe suivant la ligne droite AB, 
selon qu'il fait avec celui-ci deux an- 
gles adjacents MABP, NABP, égaux 

ou inégaux. 

Q n nomme an g] e dièdre droit tout 

a angle dièdre dont l'une des faces est 

perpendiculaire à l'autre. 

3. Deux angles dièdres sont opposés à V arête lorsque les faces 
de l'un sont les prolongements des faces de l'autre. 



THÉORÈME I. 



Si, par deux points quelconques F et K de l'arête d'un angle 

dièdre ABCD, on mène deux plans EFG, 
HKL, perpendiculaires à cette ligne, les an- 
gles EFG, HKL formés par les intersections de 
ces plans et des faces de l'angle dièdre sont 
égaux. 

En effet, les plans EFG, HKL, perpendicu- 
laires à la ligne droite BC, sont parallèles 
( 3, VI ) ; ils coupent donc chacune des faces 
de l'angle dièdre ABCD, suivant deux lignes droites parallèles 
(3, VII). Par conséquent, les angles EFG, HKL, qui ont leurs 
côtés parallèles et dirigés dans le même sens, sont égaux (3, XI). 

Remarque. — L'angle constant EFG, dont les deux côtés sont 
perpendiculaires à l'arête BC, a reçu le nom d'angle plan cor- 
respondant à l'angle dièdre ABCD. 
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THÉORÈME II. 



Si les angles plans qui correspondent à deux angles dièdres 
sont égaux, les angles dièdres sont aussi égaux. 

Soient deux angles dièdres AB, GH, dont les angles plans 
correspondante CBD, IHK, sont égaux; je dis que ces angles 
dièdres sont aussi égaux. 

En effet, je superpose les angles plans égaux CBD, IHK, en 
appliquant le côté BC sur HI et le côté BD sur HK. L'arête BÀ 
perpendiculaire au plan de l'angle CBD (1, III) prend alors la 

direction de l'arête HG perpen- 
diculaire au plan de l'angle 
IHK, et les plans ABC, GHI, qui 
ont par suite deux lignes droites 
communes , coïncident dans 
toute leur étendue. Il en est de 
même des deux plans ABD, 
GHK; par conséquent, les deux 
angles dièdres CABD, IGHK sont égaux. 

Corollaire. — Si Vangle plan correspondant a un angle 
dièdre est droit, cet angle dièdre est aussi droit. 

Soient MN et AD deux plans qui se 
coupent suivant la ligne droite DE; j'é- 
lève par un point quelconque 0 de cette 
ligne les perpendiculaires OA, OB sur 
DE dans les plans AD et MN. Les angles 
adjacents AOB, AOC, formés par ces deux 
lignes droites, sont les angles plans cor- 
respondants aux angles dièdres adjacents ADEN, ADEM; si 
l'angle AOB est droit, je dis que l'angle dièdre ADEN est aussi 
droit. 

En effet, les angles supplémentaires AOB, AOC sont égaux, 
puisque l'angle AOB est droit; donc les deux angles dièdres 
adjacents ADEN, ADEM, que le plan AD fait avec le plan MN, 
sont aussi égaux et, par conséquent, droits. 
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géométrie: 
théorème iii. 




A 



B 



As 



E 



Le rapport de deux angles 
dièdres quelconques CABD, 
GEFH, est égal à celui des 
angles plans correspondants 
CBD, GFH. 




Je suppose le rapport des 

deux angles plans CBD, GFH, 

3 

égal à - (P., 15, dêf. 2); ces 



ii 



angles ont alors une commune mesure CBI contenue 5 fois dans 
CBD et 3 fois dans GFH. Cela posé, je partage l'angle dièdre 
CABD en cinq angles dièdres égaux à l'angle dièdre CABI, en 
menant un plan par son arête AB et chacune des droites BI, 
BK, BL, BM, qui divisent son angle plan CBD en cinq parties 
égales (II). Les plans, menés par l'arête EF de l'angle dièdre 
GEFH et par chacune des droites FP, FQ, qui divise son angle 
plan en trois parties égales, partagent aussi cet angle dièdre 
en trois angles dièdres égaux à l'angle CABI, puisque chacun 
des angles plans correspondants est égal à l'angle CBI. Par 
conséquent, l'angle dièdre CABI étant contenu 5 fois dans 
l'angle CABD et 3 fois dans l'angle GEFH, le rapport de CABD 

à GEFH est égal à on a donc 



THÉORÈME IV. 
Tout angle dièdre a la même mesure que l'angle plan corres- 
pondant, si Von prend pour unités un angle dièdre quelconque 
et l'angle plan qui lui correspond. 



CABD CBD 



GEFH GFH* 



c 





K 



D 




11 



Soit à mesurer l'angle dièdre 
CABD avec un angle dièdre quel- 
conque IGHK pris pour unité; je 
conviens d'évaluer l'angle plan 
CBD correspondant à l'angle diè- 
dre CABD, en prenant pour unité 
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• 

l'angle plan 1HK, qui correspond à Pangle dièdre IGHK, et 
j'ai (IIÎ) 

CABD CBD 
IGHK ~~ ÏhR' 

Or, ces deux rapports égaux expriment respectivement les 
mesures de l'angle dièdre CABD et de son angle plan CBD ; 
donc la mesure de cet angle dièdre est la même que celle de 
son angle plan. On énonce ordinairement ce résultat de la 
manière suivante : Vangle dièdre CABD a pour mesure l'angle 
plan correspondant CBD. 

Remarque.— On prend ordinairement pour les unités d'angle 
dièdre et d'angle recliligne Vangle dièdre droit et l'angle plan 
correspondant, c'est-à-dire Vangle rectiligne droit. 

THÉORÈME V. 

Si deux plans AC, AE se rencontrent, \° les angles dièdres 
adjacents CABE, DABE sont supplémentaires; 2° les angles 

dièdres CABE, DABF opposés à Varête sont 
égaux. 

1° Je mène le plan CDEF perpendiculaire 
à l'intersection AB des deux plans AC, AE. 
Les angles plans CBE, DBE, correspondant 
aux deux angles dièdres adjacents CABE, 
DABE, valent ensemble deux angles droits; donc la somme de 
ces angles dièdres égale aussi deux angles dièdres droits. 

2° Les angles plans CBE, DBF, correspondant aux angles 
dièdres CABE, DABF, opposés à l'arête, sont égaux comme op- 
posés au sommet; donc les angles dièdres CABE, DABF sont 
aussi égaux. 

THÉORÈME VI. 

Si deux angles dièdres adjacents CABE, DABE sont supplé- 
mentaires, leurs faces non communes ABC, ABD sont comprises 
dans le même plan. 
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Soit CDE un plan perpendiculaire à l'arête 
AB des deux angles dièdres supplémentaires 
CABE, DABE; les angles plans CBE, DBE 
correspondant à ces angles dièdres sont aussi 
supplémentaires; leurs côtés non communs 
BC, BD sont donc en ligne droite. Les plans ABC, ABD ont 
dès lors deux lignes droites communes AB, CD, et coïncident 
dans toute leur étendue (1, 1). 

PROBLÈMES. 

1. Lorsque deux plans parallèles sont coupés par un troi- 
sième plan, les quatre angles dièdres aigus qui en résultent 
sont égaux entre eux, ainsi que les quatre angles obtus. — 
Décomposer cet énoncé en cinq autres, en se servant des 
dénominations d'angles dièdres alternes-inlernes, alternes- 
externes, correspondants, internes ou externes du même côté. 

Les réciproques de ces théorèmes ne sont vraies que si les 
arêtes des deux angles dièdres que Ton compare sont paral- 
lèles. 

2. Deux angles dièdres qui ont les arêtes parallèles sont 
égaux ou supplémentaires, si leurs faces sont parallèles ou per- 
pendiculaires chacune à chacune. 
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Programme ; Plans perpendiculaires enlre eux. — Si deux plans sont per- 
pendiculaires à un troisième, leur intersection est perpendiculaire à ce 
troisième. 



DÉFINITIONS. 

On appelle projection d'un point sur un plan le pied de la 
perpendiculaire menée du plan sur ce point. 

La projection d'une ligne quelconque sur un plan est le lieu 
des projections des différents points de cette ligne sur ce plan. 

THÉORÈME I. 

Si la ligne droite DC est perpendiculaire au plan AB, tout 
plan DCE mené par cette ligne est aussi* perpendiculaire au 
plan AB. 

Soit EF Fintersection des deux plans AB, DE ; par le point C, 

où la droite DC rencontre le plan AB, je 
/ tire dans ce plan la droite CG perpendicu- 

laire à EF. L'angle plan DCG correspon- 
dant à l'angle dièdre DEFB est droit, puis- 
que la ligne droite DC est perpendiculaire 
^/ B au plan AB; doncl angle dièdre DEFBest 
droit (5, II, c), et le plan DCE, perpendi- 
culaire au plan AB. 

THÉORÈME II. 

Si les plans AB, DE sont perpendiculaires l'un à Vautre, 
toute ligne droite, menée dans l'un de ces plans de manière 
qu'elle soit perpendiculaire à leur intersection EF, est perpen- 
diculaire à Vautre plan. 



D 



a 
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Je tire dans le plan DE la droite DC perpendiculaire à EF, 

et je dis qu'elle est aussi perpendiculaire au 
plan AB. 

Pour le démontrer, je mène par le point 
C la droite CG perpendiculaire à EF dans le 
plan AB. L'angle dièdre DEFB est droit, 
puisque les plans AB, DE sont perpendicu- 
laires T un à l'autre ; donc l'angle plan DCG, 
correspondant à cet angle dièdre, est droit. lien résulte que la 
droite DC est perpendiculaire aux deux droites EF, CG, et, par 
suite, au plan AB qui contient ces deux lignes. 

THÉORÈME III. 

Si deux plans AB, DE, sont perpendiculaires l'un à Vautre, 
toute perpendiculaire élevée sur l'un de ces 



/ 



L 



plans par un point de leur intersection EF est 
située dans Vautre, 
I - En effet, la perpendiculaire élevée sur le 
p « plan AB par un point quelconque B de Finter- 
\ ' B section EF doit coïncider avec la droite CD, 



menée perpendiculairement sur EF, par le même point C dans 
le plan DE; car CD est aussi perpendiculaire au plan AB (II). 

Remarque. — Le plan DE, perpendiculaire au plan AB, est 
le lieu des perpendiculaires élevées sur le plan AB par les dif- 
férents points de l'intersection EF de ces deux plans. 

Corollaire. — Si une ligne droite AB est oblique à un plan 
MN, sa projection sur ce plan est une ligne droite. 

J'abaisse de deux points quelconques 
A et Bde la droite AB les perpendiculaires 
AC, BD sur le plan MN. Ces droites sont 

— r — 1 — 1 — ! — i — s — | 7 

jjjjjj / parallèles (3, II), et le plan qu'elles déter- 
c 4 minent est perpendiculaire au planMN(I); 

jë dis que l'intersection CD de ces deux 
plans est la projection de AB sur MN. 

En effet, les perpendiculaires abaissées des différents points 
de la ligne AB sur CD sont parallèles à AC et, par suite, situées 
dansle plan ABDC ; le lieu des pieds de ces perpendiculaires, 
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c'est-à-dire la projection de la droite AB sur le plan MN, est 
donc la droite CD suivant laquelle les plans MN, AD se coupent. 

THÉORÈME IV. 

Si deux plans AC, AD qui se coupent sont perpendiculaires 
à[un troisième plan MN, leur intersection AB est aussi perpen- 
diculaire au plan MN. 
Soit B le point où le plan MN est rencontré par l'intersec- 
A lion AB des deux plans AC, AD; si j'élève 

par ce point une perpendiculaire sur le plan 
MN, cette droite est comprise dans chacun 
des plans AC, AD, perpendiculaires à MN 



b\J I par hypothèse (111) ; elle coïncide donc avec 
leur intersection AB, qui est dès lors per- 



pendiculaire au plan MN. 

THÉORÈME V. 

Si une ligne droite AB est oblique à un plan MN, l'angle 
qu'elle fait avec sa projection sur ce plan est le plus petit des 
angles que cette ligne fait avec toutes les droites qu'on peut mener 
par son pied A dans le plan MN. 

J'abaisse d'un point quelconque B de la droite AB la perpen- 
diculaire BC sur le plan MN ; la droite AC, qui joint les pieds 

A et C des deux lignes BA, BC, est la pro- 
jection de AB sur ce plan (111, c). Je dis que 
l'angle BAC est moindre que l'angle BAD 
formé par AB et toute autre droile AD, 
menée par le point A dans le plan MN. 
En ellet, si je prends la longueur AD 
égale à AC et que je tire la droite BD, cette ligne est oblique 
au plan MN et, par conséquent, plus grande que la perpendicu- 
laire BC (I, VI). Les triangles ABC, ABD ont dès lors un côté 
inégal et les deux autres côtés égaux chacun à chacun; donc 
l'angle BAC, opposé au plus petit côté BC, est moindre que 
l'angle BAD, opposé au plus grand côté BD (P., 3, V,<c). 
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Remarque /.—L'angle BAD que l'oblique AB fait avec AD 
croît avec l'angle CAD, formé par AD et la projection ACde AB. 

En effet, soit l'angle CAE plus grand que CAD; je décris une 
circonférence du point A comme centre, avec le rayon AC. Sa 
corde CE est plus grande que CD (P., 11, IV); donc l'oblique BE 
est plus grande que l'oblique BD. Les triangles ABE, ABD, ayant 
par suite un côté inégal et les deux autres côtés égaux chacun 
à chacun, l'angle BAE opposé au côté BE est plus grand que 
l'angle BAD opposé au côté BD (P., 3, V, c). 

Remarque 11.— On mesure l'inclinaison d'une droite sur un 
plan par l'angle que cette ligne fait avec sa projection sur ce 
plan. 

PROBLÈMES. 

\ . Si deux plans perpendiculaires à un troisième passent par 
deux lignes droites parallèles, ils sont eux-mêmes parallèles. 
— Les projections de deux lignes droites parallèles sur le 
même plan sont parallèles. 

2. Si une ligne droite est perpendiculaire à un plan, la pro- 
jection de cette ligne sur un plan quelconque est perpendicu- 
laire à l'intersection des deux plans. 

3. Tracer la perpendiculaire commune à deux lignes droites 
qui ne sont pas situées dans le même plan. 

A. Quel est le lieu géométrique du milieu d'une ligne droite 
de longueur constante, dont les extrémités sont assujetties à 
rester sur deux autres lignes droites rectangulaires et non 
situées dans le même plan ? 

5. Quel est le lieu géométrique des points également dis- 
tants de deux plans qui se coupent? 

6. Quel est le lieu géométrique des points également distants 
de trois plans dont les trois intersections sont parallèles? 

7. Une ligne droite est également inclinée sur deux plans 
qui se coupent, lorsqu'elle les rencontre en des points égale- 
ment distants de leur intersection. — La réciproque est vraie. 

8. Toute droite, oblique à un plan, est perpendiculaire à une 
droite menée par son pied dans ce plan. 

• 



Digitized by Goog 



SEPTIÈME LEÇON. 



Programme : Angles Irièdres. — Chaque face d'un angle trièdre est plus 
pente que la somme des deux autres. — Si l'on prolonge les arêtes d'un 
angle trièdre au delà du sommet, on forme un nouvel angle trièdre qui 
ne peut lui être superposé, bien qu'il soit composé des mêmes éléments. 
Ces deux angles trièdres sont dits symétriques l'un de l'autre. 

Si deux angles trièdres ont leurs faces égales chacune à chacune, les 
angles dièdres opposés aux faces égales sont égaux chacun à chacun, 
et les deux angles trièdres sont égaux ou symétriques. (On se bornera 
à ce seul théorème sur l'égalité ou la symétrie des angles trièdres.) 

La somme des faces d'un angle polyèdre convexe est plus petite que 
quatre* angles droits. 



i . On appelle angle polyèdre la figure formée par plusieurs 
plans, tels que SAB, SBC, SCD, SDE, SEA, qui 
* passent par le même point S, et sont terminés à 
7 \ leur intersection SA, SB, SC, SD, SE. 



polyèdre S. 

Il faut au moins trois plans pour former un angle polyèdre. 
On donne le nom d* angle trièdre à celui qui n'a que trois faces. 

Un angle trièdre est rectangle s'il a un angle dièdre droit; 
birectangle s'il en a deux; et trirectangle si ses trois angles 
dièdres sont droits. 

2. Un angle polyèdre est convexe s'il se trouve entièrement 



DÉFINITIONS. 




?/ iA qui a pour arêtes les droites SA, SB. etc. Les an- 

gles A SB, BSC, formés par deux arêtes con- 
sécutives quelconques, sont les faces de l'angle 
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d'un même côté de chacun des plans prolongés indéfiniment 
qui le forment. Dans le cas contraire, on dit qn'il est concave. 

Il est évident que le plan ABCDE, qui rencontre toutes les 
arêtes de l'angle polyèdre convexe S d'un même côté du som- 
met coupe sa surface suivant un polygone convexe ABCDE. 

Jp. ,; B ' 3» On dit que deux angles polyèdres, tels 

I . fy^ que S ABCDE, SA'B'C'D E', sont opposés au 
sommet lorsque les arêtes de l'un sont les pro- 
longements des arêtes de l'autre. 

On démontrera dans cette leçon que deux 
angles polyèdres opposés au sommet ont les 
faces égales et les angles dièdres égaux chacun 
à chacun, mais qu'en général ils ne sont pas 
supcrposables. 




THÉORÈME I. 




Chacun des angles plans qui composent un angle dièdre est 
moindre que la somme des deux autres. 

s Soit SABC l'angle trièdre formé par les an- 

gles plans ASB, BSC, CSA; si ces trois angles 
sont égaux, le théorème est évident de lui- 
même. S'ils sont inégaux, et que l'angle ASB 
soit le plus grand des trois, il suffît de dé- 
montrer le théorème pour cet angle ; car il est 
encore évident pour les deux autres BSC, CSA, qui sont déjà 
moindres que l'angle ASB seul. 

Cela posé, je fais dans le plan SAB l'angle BSD égal à l'angle 
BSC ; le côté SD se trouve dans l'angle ASB qui est par hypo- 
thèse plus grand que BSC. Je tire ensuite une ligne droite qui 
rencontre les trois lignes SA, SD, SB du même côté du point S ; 
soient A, D, B, les points d'intersection respectifs. Je prends 
sur l'arête SC une longueur SC égale à SD, et je mène un plan 
par la droite AB et le point C. Ce plan coupe les faces ASC, 
BSC, de l'angle trièdre suivant les droites AC etBC. 
Les triangles BSC, BSD, sont égaux, car ils ont un angle 
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égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun ; par 
conséquent les deux autres côtés BC, BD sont égaux aussi, et 
la droite AD, différence des deux côtés AB, BG du triangle 
ABC, est moindre que le troisième côté AC (P., 3, I, c). Les 
triangles ASD, ASC ont dès lors un côté inégal et deux côtés 
égaux chacun à chacun, savoir : le côté AD moindre que 
AC, le côté SD égal à SC, et le côté SA commun. L'angle ASD 
opposé au côté AD est par suite moindre que l'angle ASC 
opposé au côté AC (P., 3, IV, c) ; or l'angle BSD est par hypo- 
thèse égal à BSC ; donc on a : 

ASD+BSD<ASC + BSC, 

ou 

ASB<ASC + BSC. 



THÉORÈME II. 

Deux angles trièdres SABC, SA'B'C, opposés au sommet ont 
tous leurs éléments, faces et angles dièdres, égaux chacun à 
chacun ; mais ils ne sont superposables que si l'un ou l'autre a 
deux faces égales. 
En effet, les faces ASB, A' SB', des angles trièdres SABC, 

SA B'C sont égales comme opposées au 
sommet (P., 2, III); il en est de même des 
faces ASC, A'SC, ainsi que des faces 
BSC, B SC. L'angle dièdre BSAC est égal 
à l'angle dièdre B'SA'C, parce qu'ils 
sont opposés à l'arête (5, V) ; les angles 
dièdres ASCB, A SC B' sont aussi égaux par 
la même raison, ainsi que les angles dièdres 
ASBC, A' SB C. 
Je dis maintenant que, si l'angle trièdre 
SABC a deux faces égales, les angles trièdres SABC, SA' B' C 
sont superposables; mais qu'ils ne le sont pas lorsque l'angle 
trièdre SABC a toutes ses faces inégales. 
Je suppose d'abord la face ASC de l'angle trièdre SABC égal 
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à la face BSC, eljc fais coïncider les deux angles dièdres égaux 
ASCB, A' SC'B', en plaçant l'arête SC'sur l'arête 
SC et le plan SC'B' sur la plan SCA ; car les plans 
SC A', SCB s'appliquent alors l'un sur l'autre, 
à cause de l'égalité des deux angles dièdres. 
Cette superposition étant effectuée, je fais re- 
marquer que les angles B'SC, ASC sont égaux, 
parce que chacun d'eux est égal à l'angle BSC ; 
dès lors l'arête SB 7 prend la direction de SA. 
Par une raison semblable, l'arête SA' s'appli- 
que sur SB, et le plan SB' A' coïncide par suite avec le plan 
SAB. Donc les angles trièdres SABC, SA'B'C sont égaux. 

Je suppose, en second lieu, que l'angle trièdre SABC n'ait pas 
de faces égales, et je superpose encore les angles dièdres égaux 
ASCB, A' SC'B'; mais alors l'arête SB' ne prend pas la direction 
de SA, parce que les angles B'SC, ASC ne sont plus égaux ; 
pareillement l'arête SA' ne s'applique pas sur SB, de sorte que 
le plan SB' A' ne coïncide pas avec le plan SBA. Les angles 
trièdres SABC, SA'B'C ne sont pas égaux. 




Remarque, — L'impossibilité de faire coïncider les deux an- 
gles trièdres SABC, SA'B'C, lorsque l'angle SABC n'a pas deux 
faces égales, provient de ce que les faces de cet angle ne sont 
pas assemblées dans le même ordre que les faces qui leur sont 
respectivement égales dans l'autre angle trièdre. On voit, en 
effet, que les deux faces égales ASC, A'SC se trouvent l'une 
à la droite et l'autre à la gauche de l'arête CC. 

Par un raisonnement analogue au précé- 
dent, on démontre que deux angles polyèdres 
SABCDE, SA'B'C'iyE' opposés au sommet ont 
tous leurs éléments, faces et angles dièdres,égaux 
chacun à chacun, mais qu'en général ils ne sont 
pas superposables, parce que leurs faces égales 
ne sont pas disposées dans le même ordre. On 
exprime ces différentes propriétés de deux an- 
gles polyèdres opposés au sommet, en disant 
qu'ils sont symétriques. 
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THÉORÈME III. 

Si un angle triêdre SABC a deux faces égales CSA, CSB, 
les angles dièdres SB, SA, opposés à ces faces sont gaux, etré- 
ciproquement. 

Soit SMWC l'angle trièdre formé par les 
prolongements des arêtes de l'angle trièdre 
SABC; ces deux angles opposés au sommet 
sont égaux, puisque les faces CSA, CSB de 
l'angle dièdre SABC sont égales par hypo- 
thèse (II), et leur superposition prouve 1 e- 
galité des angles dièdres SB, SA'. Or l'angle 
dièdre SA' est aussi égal à l'angle dièdre SA, 
parce qu'ils sont opposés à l'arête (5, V); 
donc les angles dièdres SB, SA, opposés aux faces égales CSA, 
CSB, de l'angle trièdre SABC sont égaux. 

Réciproquement, on démontre par un raisonnement analo- 
gue au précédent que si un angle trièdre SABC a deux angles 
dièdres égaux SX, SB, les faces CSB, CSA, opposées à ces angles 
sont égales. 

Corollaire,— Si les trois faces d'un angle trièdre sont égales, 
ses trois angles dièdres sont aussi égaux, et réciproquement. 




THÉORÈME IV. 



Si deux angles trièdres ont leurs faces égales chacune à cha- 
cune, leurs angles dièdres opposés aux faces égales sont égaux 
chacun à chacun, et les deux angles trièdres sont égaux ou sy- 
métriques. 

SoientSABC^A'B'C, 
deux angles trièdres; 
je suppose les faces 
ASB, BSC, CSA, du 
premier, égales res- 
pectivement aux faces 
ASB', BS'CC'SA'^u 

AU. i 4 
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second, et je dis que l'angle dièdre BASC est égal à l'angle 
dièdre B'A'S'C'. 

Par un point quelconque D de l'arête SA, je mèrfe un plan 
perpendiculaire à cette droite; il coupe les deux faces de l'an- 
B . y gle dièdre BASC suivant 

/f\ A\ les droites DE, DF, qui 

sont aussi perpendicu- 
laires à SA, et dont l'an- 
gle EDF sert de mesure 
à l'angle dièdre BASC. 
Comme chacun des an- 
gles ASB, ASC, dont les plans forment l'angle dièdre BASC , 
peut être aigu, droit ou obtus, le plan EDF peut rencontrer 
chacune des deux droites SB, SC, ou être parallèle à l'une et 
couper l'autre, ou être parallèle à ces deux lignes, ou bien ren- 
contrer leurs prolongements au delà du point S. Pour éviter 
l'examen de ces différents cas, je prends sur les arêtes de l'an- 
gle trièdre S les longueurs égales SA, SB, SC ; je mène un plan 
par les trois points A, B, C, et je substitue à l'angle trièdre S 
l'angle trièdre formé par les plans ASB, ASC, ABC. Ce nouvel 
angle trièdre a l'angle dièdre BASC commun avec l'angle triè- 
dre S, et le plan EDF rencontre ses arêtes AB, AC, aux points 
E, F, puisque les angles BAS, CAS, adjacents aux bases AB, AC, 
des triangles isocèles SAB, SAC, sont aigus. 

Cela posé, je prends sur les arêtes de l'angle trièdre S' les 
longueurs S'A', S'B', S'C, égales à SA, et je fais passer un plan 
par les trois points A', B', C. Je mesure ensuite sur A'S' une 
longueur A'D' égale à AD, et je mène par le point D' un plan 
perpendiculaire à l'arête S'A'. Ce plan coupe les trois faces 
A'S'B', A'S'C, A'B'C, de l'angle trièdre A' suivant les droites 
D'E', W, E'F', et l'angle plan E'D'F', dont les côtés sont per- 
pendiculaires à l'arête A'S', sert de mesure à l'angle dièdre 
B'A'S'C. 11 s'agit donc de démontrer l'égalité des deux angles 
EDF, E'D'F. 

Les triangles SAB, S'A'B' sont égaux, puisqu'ils ont par hy- 
pothèse un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun 
à chacun; donc l'angle SAB est égal a l'angle S'A'B' et le côté AB 
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égal au côté A'B/. Je démontrerais de même l'égalité des trian- 
gles SAC, S'A'C et celle des triangles SBC, S'B'C; il en résulte 
que l'angle SAC est égal à l'angle S'A'C, et que les côtés AC, 
BC sont égaux respectivement aux côtés A'C, B'C. Les deux 
triangles ABC, A'B'C, ayant les trois côtés égaux chacun à 
chacun, leurs angles BAC, B'A'C sont aussi égaux. Cela posé, 
je fais remarquer que les triangles rectangles ADE, A'D'E' 
ont un côlé égal adjacent à deux angles égaux chacun à cha- 
cun, et j'en conclus que le côté DE est égal à D'E' et le côté 
AEégal à A'E'. La comparaison des deux triangles rectangles 
ADF, A'D'F' prouve de même l'égalité des côtés DF, D'F', et 
celle des côtés AF, A'F'. Les deux triangles AEF, A' ET 7 , ont 
dès lors un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun 
à chacun, et sont égaux ; donc le côté EF est égal au côté E'F. 
Les triangles DEF, D'E'F', ont par conséquent les trois côtés 
égaux chacun à chacun, et l'angle EDF, opposé au côté EF, est 
égal à l'angle EW, opposé au côté ET'. 

Je dis maintenant que les deux angles trièdres SABC, S' A'B'C 
sont égaux ou symétriques, selon que leurs faces égales sont 
semblablement ou inversement disposées. Je suppose d'abord 
les faces égales semblablement placées, et je superpose la face 
A'S'C sur la face ASC qui lui est égale ; comme les angles 
dièdres S'A', SA, opposés aux faces égales B'S'C, BSC sont 
égaux, le plan A'S'B' s'applique sur le plan ASB, et la droite 
S B' sur la droite SB, puisque l'angle A'S'B' est égal à l'angle 
ASB. Les deux faces B'S'C, BSC coïncident par suite, et les 
deux angles trièdres S'A'B'C, SABC sont égaux. 

Je suppose en second lieu les faces égales des deux angles 
trièdres inversement placées; l'angle trièdre S' et le symétrique 
de l'angle trièdre S ont dès lors leurs faces égales chacune à 
chacune et semblablement placées; ils sont donc égaux, et les 
angles trièdres S, S' sont symétriques. 

THÉORÈME V. 

La somme des faces d'un angle polyèdre convexe est plus pe- 
tite que quatre angles droits. 
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Soit SABCDE un angle polyèdre con- 
vexe, formé par les angles plans ASB, 
BSC, CSD, DSE, ESA ; je le coupe par 
un plan qur rencontre toutes ses arêtes 
du môme côté de leur intersection S; 
je prends un point quelconque 0 à l'in- 
térieur de la section ABCDE, et je le 
joins par des lignes droites à tous les 
sommets. Le polygone ABCDE est décomposé en autant de 
triangles qu'il a de côtés, ou en autant de triangles que son 
plan en détermine sur les faces de l'angle polyèdre S. 

Cela posé, si on considère successivement les divers angles 
trièdres que le plan de la section ABCDE fait avec les faces de 
l'angle polyèdre S, on a dans l'angle trièdre ABSE (I) : 




SAB + SAE>BAE; 



on a de même dans l'angle trièdre BCSA : 

SBA + SBOABC, 



et ainsi de suite. En ajoutant membre à membre les inéga- 
lités précédentes, on trouve que la somme des angles SAB, 
SBA,SBC, etc., formés sur les bases AB, BC, etc., des triangles 
SAB, SBC, etc., est plus gran<le que celle des angles inté- 
rieurs BAE, CBA, etc., du polygone ABCDE, ou plus grande 
que la somme des angles OAB, OBA, OBC, etc., formés sur les 
bases AB, BC, etc., des triangles OAB, OBC, etc. Or la somme 
de tous les angles des triangles SAB, SBC, etc., est égale à celle 
de tous les angles des triangles OAB, OBC, etc., puisqu'il y a 
le même nombre de triangles de part et d'autre; il faut donc 
que, dans le premier groupe de triangles, la somme des an- 
gles qui ont le point S pour sommet commun soit moindre 
que celle des angles qui, dans le second groupe de triangles, 
ont leurs sommets au point 0. Par conséquent, la somme des 
angles plans ASB, BSC, CSD, etc., qui forment l'angle polyèdre 
S, est moindre que quatre angles droits. 
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PROBLÈMES. 

1. Quel est le lieu géométrique des points également dis- 
tants des trois faces d'un angle trièdre? 

2. Quel est le lieu géométrique des points également éloi- 
gnés des trois arêles d'un angle trièdre? 

3. Les plans, menés perpendiculairement aux faces d'un 
angle trièdre par les arêtes opposées à ces faces, passent par 
une même droite. 

A. Les plans, menés par chacune des arêtes d'un angle 
trièdre et la bissectrice de la face opposée à cette arête, passent 
par une même droite. 

5. Toute section, faite dans un angle trièdre rectangle par 
un plan perpendiculaire à l'une de ses arêtes, est un triangle 
rectangle. 

G. Le point de rencontre des hauteurs du triangle qu'on 
obtient en coupant un angle trièdre trirectangle par un plan 
est la projection du sommet de l'angle trièdre sur ce plan. 

7. Si Ton coupe un angle trièdre trirectangle par un plan 
qui rencontre ses trois arêtes, 4° le triangle intercepté sur cha- 
cune des faces est moyenne proportionnelle entre sa projection 
sur le plan sécant et la section que ce plan détermine dans 
l'angle trièdre; 2° le carré de cette section est égal à la somme 
des carrés de ses projections sur les faces de l'angle trièdre. 

8. Couper un angle polyèdre à quatre faces par un plan tel 
que la section soit un parallélogramme. 

9. Les perpendiculaires, abaissées d'un point pris à l'inté- 
rieur d'un angle trièdre sur les plans des faces de cet angle, 
sont les arêtes d'un second angle trièdre qui a pour faces et 
pour angles dièdres les suppléments des angles dièdres et ceux 
des faces du premier. 

tu. La plus grande face d'un angle trièdre est opposée au 
plus grand angle dièdre, et réciproquement. 

il. La somme des angles que les arêtes d'un angle trièdre 
font avec les faces qui leur sont respectivement opposées est 
moindre que la somme des trois faces, et plus grande que la 
moitié de cette somme. 
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HUITIÈME ET NEUVIÈME LEÇON. 

Programme : Des polyèdres. — Parallélipède. — Mesure du volume du 
parallélipède rectangle , du parallélipède quelconque , du prisme 
triangulaire, du prisme quelconque. 



DÉFINITIONS. 

1. Un polyèdre est un corps terminé en tous sens par des 
plans. Les polygones formés par les intersections de ces plans 
sont les faces du polyèdre, et leur ensemble constitue sa surface. 

On appelle angles d'un polyèdre les angles polyèdres que ses 
faces font entre elles;— sommets, les sommets de ses angles; — 
arêtes, les côtés de ses faces; — diagonale, toute droite qui 
joint deux de ses sommets non situés dans la même face. 

On désigne sous les noms particuliers de tétraèdre, d'hexaè- 
dre, d'octaèdre, de dodécaèdre et d'isocaèdre les polyèdres qui 
ont quatre, six, huit, douze et vingt faces. 

2. Un polyèdre est régulier lorsque ses angles sont égaux, et 
que ses faces sont des polygones réguliers égaux. 

Il n'y a que cinq polyèdres réguliers, qui sont : 1° le tétraè- 
dre régulier dont la surface est composée de 4 triangles équi- 
latéraux, assemblés 3 à 3 autour de chaque sommet ; 2° l'hexaè- 
dre régulier, ou cube, qui est formé de 6 carrés, réunis 3 à 3 
autour de chaque sommet; 3<> l'octaèdre régulier, qui est com- 
posé de 8 triangles équilatéraux, assemblés 4 à 4 autour de 
chaque sommet; 4° le dodécaèdre régulier, ayant pour faces 
12 pentagones réguliers, assemblés 3 à 3 autour de chaque 
sommet; 5° i'icosaèdre régulier dont la surface est composée 
de 20 triangles équilatéraux, réunis 5 à 5 autour de chaque 



Digitized by Google 



FIGURES DANS L'ESPACE. — VIII e ET IX' LEÇON. 211 

sommet. On reconnaît facilement qu'il n'y a que ces cinq po- 
lyèdres réguliers, en cherchant combien on peut former d'an- 
gles polyèdres n'ayant pour faces que des angles de polygones 
réguliers. En effet, J° avec l'angle du triangle équilatéral, qui 

vaut — d'angle droit, on peut construire trois angles polyèdres 

ayant 3, 4 ou 5 faces, puisque la somme des faces d'un angle 
polyèdre est moindre que 4 angles droits (7, V), et que la somme 

de plus de 5 angles égaux à ~ égale ou surpasse 4 angles 

droits. On verrait de même qu'on ne peut former qu'un seul 
angle polyèdre avec l'angle du carré, avec l'angle du penta- 
gone régulier, et que cet angle polyèdre n'a que trois faces, 
mais qu'il est impossible d'en construire avec les angles de tous 
les autres polygones réguliers. 

3. Un polyèdre est convexe s'il est tout entier d'un même côté 
de chacun des plans prolongés indéfiniment qui le terminent. 
Dans le cas contraire, on dit qu'il est concave. 

Un plan coupe la surface d'un polyèdre convexe suivant un 
polygone convexe, puisque ce polygone est tout entier d'un 
même côté de chacune des droites qui le forment. Une ligne 
droite ne peut rencontrer par suite la surface d'un polyèdre 
convexe en plus de deux points. 

4. On -distingue parmi les polyèdres le prisme et la pyra- 
mide. Occupons-nous d'abord du prisme. 

Un prisme est un polyèdre qui a deux faces égales et paral- 
lèles, unies par des parallélogrammes. 

On donne le nom de bases aux deux faces égales et parallèles 
du prisme, et celui de faces latérales aux divers parallélo- 
grammes qui composent le reste de sa surface. 

La hauteur d'un prisme est la distance des plans de ses 
bases. On sait que cette distance a pour mesure la perpendicu- 
laire menée d'un point quelconque de Tune des bases sur l'au- 
tre (3, IX, c). 

Pour construire un prisme, je prends un polygone quel- 
conque, par exemple le pentagone ABCDE, et je mène par ses 
sommets, d'un même côté de son plan, les droites AF, BG, CH ; 
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DI, EK, parallèles et égales entre elles. Je trace ensuite les 

côtés du polygone FGHIK, qui a pour 
sommets les extrémités de ces parallèles, 
/ d et je dis que le polyèdre ABCDEFGHIK est 
un prisme. Je remarque, en effet, que 
chacun des quadrilatères AK, El, DH, CG, 
BF, est un parallélogramme, puisqu'il a 
deux côtés égaux et parallèles d'après la 
construclion. Les pentagones ABCDE, 
FGHIK ont, par suite, les côtés égaux et parallèles chacun 
à chacun; ils sont donc égaux, et le polyèdre AI qui a deux 
faces égales et parallèles, unies par des parallélogrammes, 
est un prisme. 

5. Un prisme est triangulaire, quadr angulaire, penlagonal, 
hexagonal, etc., selon que sa base est un triangle, un quadri- 
latère, un pentagone, un hexagone, etc. 

6. On dit qu'un prisme est droit ou oblique lorsque les plans de 
ses faces latérales sont perpendiculaires ou obliques à ceux des 
bases. Les faces latérales d'un prisme droit sont des rectangles. 

7. Si l'on coupe un prisme par un plan qui rencontre toutes 
ses faces latérales, la portion de ce prisme comprise entre le 
plan sécant et l'une des bases est ce qu'on appelle un prisme 
tronqué, ou un tronc de prisme. 

9. On nomme parallélipipède tout prisme dont 
les bases sont des parallélogrammes. —Dès lors le 
parallélipipède est compris sous six faces qui sont 
des parallélogrammes. 

10. Lorsque les bases d'un parallélipipède droit 
sont des rectangles, on désigne ce polyèdre sous le nom de 
parallélipipède rectangle, et l'on dit qu'il a pour dimensions les 
longueurs des trois arêtes issues d'un même sommet. 

Le parallélipipède rectangle dont les faces sont des carrés 
est appelé cube ou hexaèdre régulier. 

8. On appelle volume d'un polyèdre la grandeur du lieu qu'il 
occupe dans l'espace. — Si deux polyèdres ont le même volume 
sans avoir la même forme, on dit qu'ils sont équivalents. 
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THÉORÈME L 

Les sections MNOPQ, RSTUV, faites dans unprisnu AK par 
deux plans parallèles qui rencontrent toutes ses faces latérales 
sont des polygones égaux. 

En effet , les deux plans parallèles MO , RT, 
coupent la face ÀG du prisme suivant les 
droites MN, RS, qui sont parallèles (3, VII); 
donc le quadrilatère MNSR est un parallélo- 
gramme, et les parallèles MN, RS sont égales. 
Je prouverais de même que les côtés NO, 
OP, etc., de la section MNOPQ sont parallèles 
et égaux respectivement aux côtés ST, TU, etc., 
de la section RSTUV. Ces polygones ont aussi les 
angles égaux chacun à chacun; car leurs angles, considérés 
deux à deux, ont les côtés parallèles et dirigés dans le môme 
sens (3, XI). Ainsi l'angle M NO est égal à l'angle RST, l'angle 
NOP égal à l'angle STU, etc. Donc les sections MNOPQ, RSTUV, 
qui ont les côtés égaux et les angles égaux chacun à chacun, 
sont égales. 

Corollaire.— Toute section faite dans un prisme par un plan 
parallèle à sa base est égale à cette base. 

Remarque. — On appelle section droite d'un prisme toute 
section faite dans ce polyèdre par un plan perpendiculaire à 
ses arêtes latérales. 

THÉORÈME IL 

Deux prismes sont égaux s'ils ont un angle dièdre égal, com- 
pris entre une base et une face latérale égales chacune à chacune, 
et semblablement placées. 
Soient la base ARCDE du prisme AK égale à la base A'B'C'D'E' 

y du prisme A'K', la face latérale ABGF 
jjK égale à la face latérale À'B'G'F', et 
l'angle dièdre AB égala l'angle dièdre 
A'B'; je dis que les prismes AK, A'K' 
sont égaux, si leurs faces égales sont 
•i>' semblablement placées dans leurs 
plans respectifs. 
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Pour le démontrer, je superpose 
les deux polygones égaux ABCDE, 
A'B'C'D'E' de manière qu'ils coïnci- 
dent, et je remarque ensuite que le 
plan A'B'G' s'applique sur le plan 
ABG, à cause de l'égalité des deux 
angles dièdres AB, A'B^ Les paral- 
lélogrammes ABGF, A'B'G'F', étant égaux par hypothèse , et 
placés de la même manière dans leurs plans respectifs, l'angle 
A'B' G' égale dès lors l'angle ABG ; l'arête B' G' prend par suite 
la direction de l'arête BG. Or ces droites sont égales; donc 
leurs extrémités G et G' se confondent. 

La coïncidence des deux bases inférieures ABCDE, A'B'C'D'E' 
et celle des deux arêtes BG, B'G' étant établies, les arêtes laté- 
rales C'H', D'K', etc., du prisme A'K', qui sont parallèles à B'G' 
s'appliquent respectivement sur les arêtes latérales CH,DK, etc. y 
du prisme AK, qui sont parallèles à BC, et les sommets des 
bases supérieures G'H'K'L'F', GHKLF, coïncident deux à deux. 
Les prismes AK, A'K', étant ramenés à avoir les mêmes som- 
mets, ne font plus qu'un même polyèdre ; ils sont donc égaux. 

Corollaire.— Veux prismes droits AK, A'K', sont égaux, s'ils 
ont les bases égales el les hauteurs égales. 

En effet, l'angle dièdre droit AB est égal à l'angle dièdre 
droit A'B', et les rectangles ABGF, A'B'G'F', qui ont les bases 
égales et les hauteurs égales, sont égaux. Les prismes AK, A'K', 
ont donc un angle dièdre égal compris entre une base et une 
face latérale égales chacune à chacune et semblablement dis- 
posées; par conséquent ils sont égaux. 

THÉORÈME III. 

Tout prisme oblique est équivalent à un prisme droit, ayant 
pour hauteur l'une des arêtes latérales du prisme oblique et 
pour base sa section droite. 

Soit le prisme oblique AK, qui a pour bases les polygones 
ABCDE et FGHKL; je mène par les extrémités A et F de 
l'arête latérale AF les plans AB'C et FG'H' perpendiculaires 
à cette droite. Les sections AB'C'D'E', FG'H'K'L' sont deux 
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polygones égaux, puisque leurs plans sont 
parallèles (I); par conséquent, le polyèdre 
AB'C D'E FG'H K'L' est un prisme droit, qui a 
pour hauteur l'arête latérale AF du prisme 
oblique AK et pour base sa section droite 
AB'C'iyE'. Je dis que ces deux prismes sont 
équivalents. 

Je commence par démontrer l'égalité des 
deux polyèdres ABCDEB C D'E\ FGHKLG H K L', 
qu'on obtient en retranchant successivement les 
deux prismes AK, AK', de tout le polyèdre AB'C'DE'FGHKL. 
A cet effet, je superpose les deux sections égales AB'C' D'E'. 
FG'H'K'L', de manière qu'elles coïncident; les arêtes BB, 
G'G, qui sont respectivement perpendiculaires à ces sections, 
et qui ont la même longueur AF — BG', prennent alors la 
même direction, et leurs extrémités B, G, s'appliquent l'une 
sur l'autre. Il en est de même des sommets C et H, des som- 
mets D et K, ainsi que des sommets E et L. Par conséquent, 
les deux polyèdres convexes AB'CD, FG' HK, que je ramène à 
avoir les mêmes sommets, coïncident et sont égaux. 

Je remarque, en second lieu, que si je retranche successive- 
ment ces deux polyèdres égaux de la ligure entière AB'C'FGK, 
les deux polyèdres restants, c'esl-à-dire les deux prismes AK, 
AK', doivent être équivalents; donc le prisme oblique AK' tst 
équivalent au prisme droit AK, qui a pour hauteur l'une des 
arêtes latérales du prisme oblique, et pour base sa section 
droite. 

THÉORÈME IV. 
Les faces opposées d'un parallélipipède sont égales et paral- 
lèles. 

Soit le parallélipipède AG, qui a pour 
base les parallélogrammes ABCD, EFGH ; 
ces deux quadrilatères sont égaux, et 
leurs plans sont parallèles d'après la 
définition du parallélipipède. Je dis que 
les autres faces opposées, par exemple 
ABFE et DCGH, sont aussi égales, et que 
leurs plans sont parallèles. 
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Ces parallélogrammes ont un angle égal, compris entre deux 
côtés égaux chacun à chacun. En effet, le côté AB est égal au 
côté DC, parce qu'ils sont opposés l'un à l'autre dans le paral- 
lélogramme ABCD ; le côté AE est égal à DH par une raison 
semblable, et l'angle BAE est égal à l'angle CDH, parce que 
leurs côtés sont parallèles deux à deux et dirigés dans le même 
sens. Par conséquent, les deux faces opposées ABFE, DCGH, 
sont égales (P., 10, V), et leurs plans sont parallèles, puisqu'ils 
contiennent les angles BAE, CDH, dont les côtés sont parallèles 
chacun à chacun (3, XI). 

Remarque.— On peut prendre pour bases d'un parallélipi- 
pède deux faces opposées quelconques ; car elles sont égales et 
parallèles. 

Corollaire. — Toute section faite dans un parallélipipède 
par un plan qui rencontre deux faces opposées est un parallé- 
logramme. 

Car cette section est un quadrilatère dont les côtés opposés 
sont parallèles, comme interseclions de deux plans parallèles 
par un même plan (3, VII), 

THÉORÈME V. 

Le plan mené par deux arêtes opposées d'un parallélipipède 
divise ce polyèdre en deux prismes triangulaires qui sont équi- 
valents. 

Soit le parallélipipède AG, dans 
G lequel les arêtes BF, DH sont oppo- 
sées l'une à l'autre. Ces droites, 
étant parallèles à la même arête AE, 
sont parallèles entre elles (3, H, c), et 
le plan qu'elles déterminent partage 
le parallélipipède AG en deux polyè- 
dres ABDEFH, BCDFGH, qui sont 
des prismes triangulaires. En effet, les deux faces triangulaires 
ABD , EFH du premier polyèdre ont les côtés égaux et paral- 
lèles chacun à chacun; donc elles sont égales, et leurs plans 
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sont parallèles (3, XI). Ce polyèdre est par suite un prisme, 
car ses autres faces sont des parallélogrammes. 11 en est de 
môme du polyèdre BCDFGH. 

Je dis maintenant que ces deux prismes triangulaires sont 
équivalents. Ce théorème est évident si le parallélipipède AG 
est droit, car les deux prismes, qui sont aussi droits, ont leurs 
hases égales et la même hauteur; ils sont donc égaux (II, c). 

Pour démontrer le même théorème lorsque le parallélipi- 
pède AG est oblique , je mène le plan MNOP perpendiculaire 
aux arêtes latérales des deux prismes, et je fais remarquer que 
le prisme oblique AFH est équivalent au prisme droit qui au- 
rait pour base la section droite MNP du prisme oblique, et pour 
hauteur son arête latérale BF (III); pareillement, le prisme 
oblique CFH est équivalent au prisme droit, ayant pour base 
sa section droite NOP, et pour hauteur son arête latérale BF. 
Or, les bases MNP, NOP des deux prismes droits sont égales, 
parce qu'elles ont les trois côtés égaux chacun à chacun; ces 
prismes ont en outre la même hauteur BF; donc ils sont égaux 
(II, c). Les prismes obliques AFH, CFH, sont par suite équi- 
valents. 

THÉORÈME VI. 

Deux parallélipipèdes rectangles de même base sont propor- 
tionnels à leurs hauteurs. 

Soient ABCDE et ABCDK deux parallélipi- 
pèdes rectangles, ayant la même base ABCD 

et les hauteurs inégales AE, AK ; je suppose le 

5 

rapport de ces hauteurs égal à - (P., 15, déf. 3); 

ces droites ont dès lors une commune mesure 
AO contenue 5 fois dans AE et 3 fois dans AK. 
Par les points O, R, K, S, qui divisent AE en 5 
parties égales, je mène des plans perpendicu- 
laires à cette droite; ces plans déterminent dans le paralléli- 
pipède AE des sections qui sont parallèles à la base ABCD 
(3, VII) et, par suite, égales à celte base (I). Le parallélipipède 
AE est donc divisé en cinq parallélipipèdes rectangles égaux, 
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car leurs bases sont égales et leurs hauteurs égales (II); le pa- 
rallélipipède AK contenant trois de ces parallélipipèdes par- 
tiels , ces deux polyèdres ont une commune mesure ABCDO, 
qu'ils contiennent respectivement autant de fois que les 
hauteurs AE, AK, contiennent leur commune mesure AO; 
par conséquent le rapport des deux parallélipipèdes rectangles 

ABCDE, ABCDK, qui ont la même base ABCD, est aussi égal à 

5 

-, ou au rapport de leurs hauteurs AE, AK. 

THÉORÈME VIL 

Deux parallélipipèdes rectangles de même hauteur sont pro- 
portionnels à leurs bases. 

Soient P et P' deux parallélipipèdes rectangles de même 
hauteur h, dont les bases respectives R, R', ont pour dimen- 
sions les lignes a, b ut a', 1/. Je construis un parallélipipède 
rectangle Y" sur les trois lignes h, a, b', et je le compare d'a- 
bord au parallélipipède P. Ces deux polyèdres ont une face 
égale qui a pour dimensions les lignes h, a, et que je prends 
pour leur base; ils sont donc proportionnels à leurs hauteurs 
by b' (VI), c'est-à-dire que 

L — 6 
P" ~~ &'* 

Les deux parallélipipèdes P", P', ont aussi une base égale, dont 
les dimensions sont/i et l/; par conséquent, on a aussi (VI) : 

P^__ a 

P' "" a'* 

Cela posé, je multiplie les deux égalités précédentes membre 
à membre; je divise ensuite les deux termes du premier pro- 
duit par le facteur commun P 7 , et je trouve 

P a xb 

P' a 1 x V 

Or, les rectangles R et R' sont proportionnels aux produits 
axb, af x b', de leurs bases par leurs hauteurs (P., 30, II); 
donc 

P _R 
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THÉORÈME VIII. 

Deux parallélipipèdes rectangles quelconques sont propor- 
tionnels aux produits de leurs bases par leurs hauteurs. 

Soient P et P' deux parallélipipèdes rectangles, ayant pour 
bases les rectangles R, R' et pour hauteurs les lignes h, h'. Je 
construis un parallélipipède rectangle P" de même base Rque 
le parallélipipède P, et de même hauteur h' que le parallélipi- 
pède F. Les deux parallélipipèdes P, P", ayant la même base, 
sont proportionnels aux hauteurs h et h' (VI), c'est-à-dire que 

L — f ± 
p" — h r 

Comme les parallélipipèdes rectangles P", P', ont la même 
hauteur, ils sont proportionnels à leurs bases R, R' (VII), et 

f;__r_ 

P' "~ R' 

Cela posé, je multiplie les deux égalités précédentes membre 
à membre; je divise ensuite les deux termes du premier pro- 
duit par leur facteur commun P 7 , et je trouve 

P_ Rx/t 

P'~"R'X// 

THÉORÈME IX. 

Le volume d'un parallélipipède rectangle est égal au pro- 
duit de sa base par sa hauteur, si Von prend pour les unités de 
volume et de surface le cube et le carré faits sur l'unité de lon- 
gueur. 

Soit à mesurer le volume d'un parallélipipède rectangle P, 
ayant le rectangle R pour base et la ligne h pour hauteur; je 
prends pour les unités de volume et de surface le cube et le 
carré construits sur l'unité de longueur, et j'ai, d'après le 
théorème précédent : 

^=5-X^ OU PnRx/l. 

Or, les nombres P, R et h sont les mesures respectives 
du parallélipipède rectangle, de sa base et de sa hauteur; 
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donc l'égalité précédente exprime que le nombre qui représente 
la mesure du parallélépipède rectangle, c'est-à-dire son volume, 
est égal au produit des deux nombres qui représentent les 
mesures de sa base et de sa hauteur. On énonce ordinaire- 
ment ce résultat de la manière suivante : Le volume du pa- 
rallélipipède rectangle est égal au produit de sa base par sa 
hauteur. 

Corollaire 1.— Soient a et 6 les dimensions du rectangle R, 
on sait que (P., 30, III) 

R = ax b; 

on a par suite l'égalité : 

V=axbxh 

qui exprime que le volume du parallélipipède rectangle est 
aussi égal au produit de ses trois dimensions; car les nombres 
a, b, h, sont les mesures des trois dimensions du parallélipi- 
pède P. 

Ce nouvel énoncé de la mesure du parallélipipède ne dépend 
pas de l'unité de surface. 

Corollaire H. — Le volume d'un cube est égal au produit de 
ses trois dimensions, ou à la troisième puissance de son côté. 

Réciproquement, la troisième puissance d'un nombre quel- 
conque peut être considérée comme le volume d'un cube dont la 
longueur du côté est représentée par ce nombre 

Ce corollaire et sa réciproque expliquent la synonymie des 
mots cube et troisième puissance d'un nombre, employés dans 
l'arithmétique. 

Remarque. — Si l'on prend le mètre pour l'unité de lon- 
gueur, le mètre carré sera l'unité de surface, et le mètre cube, 
l'unité de volume. 

THÉORÈME X. 

Le volume d'un parallélipipède quelconque est égal au pro- 
duit de sa base et de sa hauteur. 
Ce théorème est déjà démontré pour un parallélipipède rec- 
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tangle (IX). Il s'agit donc d'en établir la vérité pour le parallé- 
lipipède droit et pour le parallélipipède oblique. 

1° Soit le parallélipipède droit AG qui a le 
parallélogramme ABCD pour base et la droite 
AE pour hauteur; par un point quelconque A 
de Tarcte AB, appartenant à Tune des bases, je 
mène un plan perpendiculaire à cette arête; la 
section AEH'iy est un rectangle, puisque les 
faces opposées BE, CH, du parallélipipède AG sont perpendicu- 
laires aux bases AC, EG. 

Cela posé, je fais remarquer que le parallélipipède proposé 
AG est équivalent au parallélipipède droit qui aurait la section 
AEH'IV pour base et l'arête AB pour hauteur (III). Or, ce der- 
nier parallélipipède droit est rectangle, puisque sa base est un 
rectangle; il a donc pour mesure le produit de sa base par sa 
hauteur, c'est-à-dire AE X AD / X AB (IX). Dès lors le paralléli- 
pipède AG a aussi pour mesure AE X AD' X AB, c'est-à-dire 
le produit de sa hauteur AE par sa base ABCD; car l'aire de 
cette base est égale à AD / X AB. 

2° Soit le parallélipipède oblique AG 
qui a pour base le parallélogramme 
ABCD; par un point quelconque E de 
l'arête EF, appartenant à l'une des bases, 
je mène le plan EKN perpendiculaire à 
cette arête, et je remarque ensuite que le 
parallélipipède proposé est équivalent au 
parallélipipède droit qui aurait la section droite EKNO pour 
base et l'arête EF pour hauteur (III). Soit ER la perpendicu- 
laire abaissée du point E sur le plan ABCD ; cette droite est à 
la fois la hauteur du parallélipipède proposé AG et celle du pa- 
rallélogramme EKNO, car elle est comprise dans le plan de 
ce quadrilalère, et perpendiculaire au côlé KN (6, II). Donc le 
parallélipipède droit a pour mesure ER X NK x EF ; le volume 
du parallélipipède oblique AG est par suite égal à ERxNKxEF, 
c'est-à-dire au produit de sa hauteur ER par sa base ABCD qui 
a pour mesure NK x AB, ou NK X EF. 

Am. iri 
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Le volume d'un prisme est égal au produit de sa base par sa 
hauteur. 

Je considère d'abord le prisme triangu- 
laire ABCDEF qui a le triangle ABC pour 
K base, et dont FG est la hauteur. Sur l'angle 
trièdre A de ce prisme, je construis le pa- 
rallélipipède AK en menant par l'extrémité 
de chacune des trois arêtes AB, AC, AF, ua 
plan parallèle au plan des deux autres. Les 
deux prismes triangulaires ABCDEF et BCHDEK dans lesquels 
le parallélipipède est divisé par le plan de ses deux arêtes 
opposées BD, CE, sont équivalents (V); le parallélipipède AK 
est donc le double du prisme proposé. Or, il a pour mesure le 
produit de sa base 2ABC par sa hauteur FG (X); donc le prisme 
triangulaire ABCDEF a pour mesure ABC XFG, c'est-à-dire le 
produit de sa base ABC par sa bauleur FG. 
Soit, en second lieu, le prisme polygonal ABDK, je décom- 
pose ce polyèdre en prismes triangulaires, en 
menant des plans par l'arête latérale AF et par 
chacune des arêtes CH, DK, qui lui sont paral- 
lèles, et ne font pas partie de la même face. Ces 
prismes triangulaires ont la même hauteur 
que le prisme polygonal, et pour bases les trian- 
gles ABC, ACD, ADE, dans lesquels le polygone 
ABCDE est décomposé par ses diagonales AC, AD, tirées du 
sommet A. Or, chacun d'eux a pour mesure le produit de sa 
base par sa hauteur; donc le volume du prisme polygonal 
ABCK est égal à (ABC + ACD + ADE) X H, c'est-à-dire égal au 
produit de sa base ABCDE par sa hauteur H. 

Corollaire I.— Deux prismes qui ont des bases équivalentes 
sont proportionnels à leurs hauteurs.— Deux prismes sont pro- 
portionnels à leurs bases, s'ils ont la même hauteur. 

Corollaire II. — Deux primes ont des volumes équivalents, 
si leurs bases sont inversement proportionnelles à leurs hau- 
teurs. 
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t 

PROBLÈMES. 

1. Les diagonales d'un parallélipipède sont inégales, à 
moins que le parallélipipède ne soit rectangle. — Ces droites se 
divisent mutuellement en deux parties égales. 

2. Le carré d'une diagonale d'un parallélipipède rectangle 
est égal à la somme des carrés des trois dimensions du parallé- 
lipipède. 

3. Calculer, à un décimètre cube près, le volume d'un prisme 
droit dont la base est un hexagone régulier, en sachant que le 
côté de la base est de I m ,56 et la hauteur de 2 ra ,45. 

i. Un prisme droit a pour base un triangle équilatéral; son 
volume est égal à 1 mètre cube, et sa hauteur égale à 0«»,80. 
Calculer, à un centimètre près, le côté de sa base. 

5. Le volume d'un prisme triangulaire est égal à la moitié 
du produit d'une face latérale quelconque par la dislance de 
cette face à l'arête qui lui est opposée. 

6. Si, sur trois droites parallèles et non situées dans le même 
plan, on prend des longueurs AA', BB', CC, égales à une droite 
donnée, le volume du prisme triangulaire AA'BB'CC est con- 
stant, quelles que soientles positions respectives des arêtes AA', 
BB' et CC. 

7. Couper un cube par un plan tel que la section soit un 
hexagone régulier. 

8. La somme des distances des sommets d'un parallélipipède 
à un plan qui lui est extérieur égale huit fois la distante du 
point d'intersection des diagonales de ce polyèdre au môme 
plan. 

9. Trouver sur un plan le lieu géométrique des points tels 
que la somme des carrés des dislances de chacun d'eux aux 
sommets d'un parallélipipède soit égale à un carré donné. 

10. Soit ABCD un rectangle; du sommet A on abaisse la per- 
pendiculaire AE sur la diagonale BD; par le point d'intersec- 
tion E de ces deux lignes, on tire la droite EG perpendiculaire 
au côtéBCdu rectangle, et la droite EH perpendiculaire au côté 



Digitized by Google 



224 GÉOMÉTRIE. 
CD. 1° Démontrer les égalités suivantes : 

AB* _ EG 
AD 8 EH' 

AE 8 =BD X EG X EH. 

2*» Déduire de ce qui précède un moyen de construire une 
droite qui soit à une droite donnée dans le même rapport que 
deux cubes donnés. 

3° Prouver que les droites DH, BG sont deux moyennes pro- 
portionnelles entre EH et EG, c'est-à-dire que l'on a : 

EH DH BG 

DH BG EG * 



i 
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DIXIÈME ET ONZIÈME LEÇON. 



Programme : Pyramide. — Mesure du volume de la pyramide triangulaire, 
de la pyramide quelconque. — Volume d'un trône de prisme à bases pa- 
rallèles.— Exercices numériques. 



\. On appelle pyramide un polyèdre dont l'une des faces est 
un polygone quelconque, et dont les autres faces sont des trian- 
gles ayant pour bases lescôlés de la face polygonale et pour 
sommets un même point de l'espace. 

On donne le nom de base à la face polygonale, et celui de 
sommet au point commun à toules les faces triangulaires dont 
l'ensemble forme la surface latérale de la pyramide. — La 
hauteur de la pyramide est la distance de son sommet à sa 
base. 



2. Une pyramide est triangulaire, quadr angulaire, penla- 
gonale, etc., selon que sa base est un triangle, un quadrilatère, 
un pentagone , etc. On donne le nom particulier de tétraèdre 
à une pyramide triangulaire. 

3. On dit qu'une pyramide est régulière lorsque sa base est 
un polygone régulier, et que la droite qui joint le centre de 
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ce polygone au sommet de la pyramide est perpendiculaire à 
la base. 

4. Si Ton coupe une pyramide par un plan qui rencontre 
toutes les faces latérales, la portion de ce polyèdre comprise 
entre la base et le plan sécant est appelée pyramide tronquée 
ou tronc de pyramide. 

THÉORÈME I. 

•» 

1° Tout pian abcde, parallèle à la base ABCDE d'une pyra- 
mide SABCDE, divise les arêtes latérales et la hauteur en parties 
proportionnelles. 

2° La section abcde faite dans la pyramide est semblable à la 
base. 

1° Je mène par le sommets de la pyramide 
le plan MN parallèle à la base ABCD, et je fais 
remarquer que les arêtes latérales SA, SB, SC, 
etc., sont divisées, ainsi que la hauteur SF, en 
segments proportionnels par les trois plans pa- 
rallèles MN, ad, AD (3, X). On a donc : 
Sa _ S6 _S[ 
aA 6B ft 
2* Les plans de la base ABCDE et de la 
section abcde étant parallèles, leurs intersections par chacune 
des faces latérales de la pyramide sont des droites parallèles 
(3, VII). Les angles ABC, abc, ont dès lors les côtés parallèles 
deux à deux et dirigés dans le même sens; ils sont donc égaux 
(3, XI). Pareillement, l'angle BCD est égal à bcd; l'angle CDE 
égal à cde, etc. 

Il résulte aussi du parallélisme des droites AB et ab que 
les triangles SAB, Sab, sont semblables (P., 21, I); on a par 
suite : 

AB__SB 
ab " SÊ"* 

La similitude des deux triangles SBC, Sbc, donne aussi 

BC_ SB. 
bc — S6 ; 
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par conséquent on a : 

s AB BC 

ab bc 

On prouverait de même l'égalité des deux rap- 

, BC CD „ , , CD 

ports —, puis celle des deux rapports » 

DE 

D — , et ainsi de suile. Les polygones ABCDE, 

c abcde, sont dès lors semblables ; car ils ont les 
angles égaux et les côtés homologues proportionnels. 

Corollaire. — La section abcde étant semblable à la base 
de la pyramide, les aires de ces deux polygones sont propor- 
tionnelles aux carrés de leurs côtés homologues (P., 33, H) ; on 
a donc : 

abcde ab* 
ABCDE ~~ AB 1 

Or, on sait que 

a& _S6 Sf 
AB ~~ SB ~~ SF ; 
par conséquent on a aussi 

abcde S/ 1 
ABCDE "SF*" 

De là résulte ce théorème : Les sections, faites dans une pyra- 
mide par des plans parallèles, sont proportionnelles aux carrés 
de leurs distances au sommet de la pyramide. 

THÉORÈME IL 

Si deux pyramides ont la même hauteur, les sections faites 

par des plans parallèles aux 
bases, à la même distance des 
sommets, sont proportionnelles 
aux bases. 
Je suppose la hauteur SE de la 
c a »^ -f r " pyramide SABC égale à la hau- 
teur S' É' de la pyramide S 7 A'B'C'D', 
et je prends sur ces lignes les 
longueurs égales Se, S'e 7 ; puis je mène par le point e le plan 
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abc parallèle à la base ABC, et par le point ef le plan a'b 1 & dl 
parallèle à la base A' B' C D'. 

La section abc faite dans la pyramide SABC étant parallèle à 
la base ABC, les aires de ces polygones sont proportionnelles 
aux carrés de leurs dislances au soin met S (I) ; on a donc 

abc Se* 
ABC ""SE 1 * 

• 

La section a'Vc'd' faite dans la pyramide S'A'B'C'D' étant aussi 
parallèle à la base A'B' CD', ou a pareillement 

a'b'c'd' _ S'e" 
A'B'C'LV SE"' 

Or les hauteurs SE, S'E', sont égales par hypothèse, ainsi que 
les droites Se, S'e' ; par conséquent 

abc a'b' c!d' 
ABC ATwLv* 

Corollaire.— Si les bases des deux pyramides sont équiva- 
lentes, les sections abc, a'b'c'd' e', le sont aussi. 



THÉORÈME III. 



Deux pyramides sont égales lorsqu'elles ont un angle dièdre 

égal, compris entre une base 
et une face latérale égales cha- 
cune à chacune et semblable- 
ment placées. 

La démonslration de ce 
théorème est identique à» celle 
qu'on a faite dans la huitième 
leçon pour établir les condi- 
tions d'égalité de deux prismes (8, II). 




THÉORÈME IV. 



Deux pyramides triangulaires qui ont les bases équivalentes 
et les hauteurs égales sont équivalentes. 
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Soient SABC, S' A'B'C, deux pyramides triangulaires, ayant 

s . leurs bases ABC, A'B'C, 

équivalentes, et leurs 
hauteurs égales; je dis 
qu'elles sont équiva- 
lentes. 

Pour le démontrer, 
je place ces pyramides 
sur le même plan, et je 
divise; Tune de leurs 
arêles latérales en un nombre quelconque de parties égales, 
par exemple l'arête SA en quatre parties égales. Parles points 
de division D, E, F, je mène ensuite des plans parallèles au 
plan ABC qui contient les bases ; chacun de ces plans fait des 
sections équivalentes dans les deux pyramides, puisque leurs 
bases sont équivalentes (II, c). 

Cela posé, parles sommets G et H de la section DGH je trace 
des parallèles à rareté SA jusqu'à la rencontre du plan de la 
base ABC, et je tire la droite KL qui joint les deux points 
d'intersection. Chacun des quadrilatères ADGK, ADHL, GKLH 
est un parallélogramme, et les triangles AKL, DGH, compris 
dans des plans parallèles sont égaux, parce qu'ils ont les côtés 
égaux chacun à chacun; le polyèdre AKLDGH est donc un 
prisme triangulaire. Je construis de même sous chacune des 
sections EMN, FBQ, de la pyramide SABC un prisme qui ait 
cette section pour base, et dont les arêtes latérales soient aussi 
parallèles à SA et terminées au plan de la section précédente. 
J'inscris pareillement dans la pyramide S' A'B'C autant de 
prismes qu'elle a de sections, et je prends leurs arêtes latérales 
parallèles à S'A'. 

Je remarque ensuite que le prisme ADGH inscrit dans 
la pyramide SABCest équivalent au prisme A'D G'H' inscrit dans 
la pyramide S' A 7 B' C, parce qu'ils ont la même hauteur et que 
leurs bases DGH, WG'W, sont équivalentes (8, XI). Or, les 
prismes DEMN, D'E'M'N', sont équivalents par la même raison, 
ainsi que les prismes EFQH, E'F'Q'R'; donc la somme des 
prismes inscrits dans la pyramide SABC est égale à celle des 
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prismes inscrits dans la pyramide S'A'WO. Si maintenant je 
double indéfiniment le nombre des divisions de l'arête SA, et, 
par suite, celui des prismes inscrits dans chaque pyramide, la 
somme des prismes inscrits dans SABC ne cesse pas d'être 
égale à celle des prismes inscrits dans S'A'B'C ; j'en conclus 
dès lors que les limites de ces deux sommes, c'est-à-dire les 
deux pyramides * SABC, S'A'B'C', sont équivalentes. 

* 

THÉORÈME V. 

Le volume d'une pyramide est égal au tiers du produit de sa 
base par sa hauteur. 

Soit d'abord la pyramide triangulaire 
SABC; je construis sur sa base ABC un 
prisme triangulaire ABCDES dont les arêtes 
latérales soient parallèles à BS, et je dis que 
la pyramide SABC est le tiers de ce prisme. 

En effot, le prisme ABCDES est égal à la 
somme de la pyramide triangulaire SABC 
et de la pyramide quadrangulaire SACED. Or, le plan SAE 
divise la pyramide quadrangulaire en deux pyramides trian- 
gulaires SADE, SACE, qui sont équivalentes (IV), puisqu'elles 

* Conformément à l'esprit du programme, j'admets que la pyramideSABC 

est la limite vers laquelle tend la somme des prismes 
inscrits dans ce polyèdre lorsque le nombre des 
prismes croît indéfiniment. 

Cependant, pour démontrer ce théorème, il suffi- 
rait de remarquer I» que si l'on mène par le point F 
un plan parallèle à la face SBC, ce plan passe par 
chacune des droites 1T, OP, KL, puisque les droites 
SF, QI, xMO, GK, RT, NP, HL, sont égales et paral- 
lèles; 2» que l'excès de la pyramide SABC sur la 
somme des prismes inscrits est dès lors moindrè que 
le tronc de pyramide compris entre les plans parallèles SBC, FKL. Car, la 
distance de ces plans étant plus petite que SF qui est l'une des divisions 
de l'arête SA, l'épaisseur du tronc de pyramide et son volume, par suite, 
diminuent indéfiniment, lorsqu'on divise SA en parties t'gales de plus en 
plus petites. 
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ont le même sommet S, et que leurs bases ADE, ACE, placées 
sur le même plan, sont égales comme ayant les côtés égaux 
chacun à chacun. Je remarque ensuite que les pyramides 
SABC , SADE, ont des bases égales ABC, SDE, et la même hauteur 
SO que le prisme; donc elles sont équivalentes, et le prisme 
ABCDES est le triple de la pyramide SABC. Or, ce prisme a 
pour mesure le produit ABC x SO; par conséquent, le volume 
delà pyramide est égal à | ABC x SO, c'est-à-dire au tiers du 
produit de sa base par sa hauteur. 

Je considère, en second lieu, la pyramide 
? polygonale SABCDE, que je décompose en 

/ \ \ pyramides triangulaires, en menant un plan 

/ 1 '\ \ P ar * une ^ e ses ar ^ es latérales, par exemple 

/ / Jii. \ SA, et par chacune des diagonales de la base 
A \ j-"-*9 "\x p issues du sommet A. Ces pyramides ont pour 
B G bases les triangles ABC, ACD, ADE, dans les- 
quels le polygone ABCDE est divisé par ses diagonales AC, AD, 
et pour hauteur la perpendiculaire SO, menée de leur sommet 
commun S sur le plan qui contient leurs bases. Le volume de 
chacune de ces pyramides étant égal au tiers du produit de sa 
base par sa hauteur, celui de la pyramide polygonale SABCDE 
est égal à | (ABC -f ACD + ADE) x SO, ou au tiers du produit 
de sa base par sa hauteur. 

Corollaire I. — - Toute pyramide est le tiers d'un prisme de 
base équivalente et de même hauteur (8, X). 

Corollaire 11. — Deux pyramides de même base sont pro- 
portionnelles à leurs hauteurs. — Si deux pyramides ont la 
même hauteur, elles sont proportionnelles à leurs bases. 

Corollaire III. — Pour mesurer le volume d'un polyèdre 
quelconque, on le décompose en pyramides ayant pour bases 
ses différentes faces, et pour sommet commun un point quel- 
conque pris à Tintérieur de ce polyèdre. Ou calcule ensuite le 
volume de chacune de ces pyramides, et on fait la somme de 
leurs mesures. 

S'il existe à Tintérieur du polyèdre un point également éloi- 
gné de toutes ses faces, et qu'on le prenne pour le sommet de 
toutes les pyramides, le volume du polyèdre sera égal au tiers 
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du produit de sa surface totale parla perpendiculaire abaissée 
de ce point sur Tune de ses faces. 

THÉORÈME VI. 

Un tronc de pyramide à bases parallèles est équivalent à trois 
pyramides, ayant pour hauteur commune la hauteur du tronc 
et pour bases respectives la base inférieure du tronc, sa base 
supérieure et la moyenne proportionnelle entre ces deux bases. 

4° Je considère le tronc de pyramide trian- 
gulaire ABCDEF, dont les bases ABC, DEF, 
sont parallèles. Les plans ECA, ECD, menés 
par la diagonale EC de Tune des faces laté- 
), raies et par chacun des sommets A, D, exté- 
rieurs à celte face, décomposent ce polyè- 
dre en trois pyramides triangulaires EABC, 
ECDF, EACD. La première, EABC, a pour face la base infé- 
rieure ABC du tronc; si je prends ce triangle pour sa base, 
elle aura la même hauteur que le tronc, car son sommet E est 
un point de la base supérieure DEF de la pyramide tronquée. 
La seconde pyramide ECDF peut être considérée comme ayant 
pour base le triangle DEF, qui est la base supérieure du tronc; 
elle a par suite la même hauteur que le tronc, puisque son 
sommet C est un point de la base inférieure ABC. Quant à 
la troisième pyramide EACD, je la transforme en une autre 
GACD de même base ACD et de même hauteur (IV), en trans- 
portant son sommet E au point G, où la droite EG, menée pa- 
rallèlement à DA, rencontre le côté AB de la base inférieure 
ABC. Je considère ensuite la pyramide GACD comme ayant le 
triangle ACG pour base et le point D pour sommet; sa hauteur 
est alors égale à celle du tronc. Je dis que sa base ACG est 
moyenne proportionnelle entre les deux bases ABC, DEF, de 
la pyramide tronquée. 

Pour le démontrer, je mène du point G, jusqu'à la ren- 
contre de AC, la droite GH parallèle à BC, et je fais remarquer 
que le triangle AGH est égal au triangle DEF; en effet, leurs 
côtés AG, DE, sont égaux comme côtés opposés du parallélo- 
gramme AGED, et les angles GAH, AGH, sont égaux respecti- 
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vement aux angles EDF, DEF, parce qu'ils ont leurs côtés pa- 
rallèles deux à deux et dirigés dans le même sens (3, XI). Cela 
posé, je compare successivement le triangle 
ACG aux deux triangles ABC, AGH. Les trian- 
gles ACG, ABC, ont le sommet C commun et 
leurs bases AG, AB, situées sur la même droite ; 
leurs hauteurs sont donc égaies, et le rapport 
de leurs aires est le même que celui de leurs 
bases (P., 30, V,c), c'est-à-dire que 

ABC AB 

ACG AG* 

Les triangles ACG, AGH, ont aussi la même hauteur, puisque 
leurs bases AC, AH, sont situées sur la même droite, et que le 
point G est leur sommet commun ; par conséquent 

ACG _ AC 

AGH ~~ ÀH' 

AB AC 

Mais les rapports — , — , sont égaux à cause du parallélisme 

des droites BC, GH (P., 21, 1); il résulte donc des deux égalités 
précédentes qu'on a 

ABC _ ACG 
ACG ~" AGH ' 

c'est-à-dire que le triangle ACG est moyenne proportionnelle 
entre les deux triangles ABC, AGH. 

2° Soit le tronc de pyramide 
ABCDEFGH, qu'on obtient en 
coupant la pyramide polygonale 
SABCD par le plan EFGH paral- 
lèle à la base ABCD; je construis 
sur le plan ABC une pyramide 
triangulaire S'A'B'C, ayant la 
même hauteur que la pyramide 
SABCD et pour base un triangle A'B'C équivalent au polygone 
ABCD (P., 31, prob. I). Ces deux pyramides sont équivalentes, 
parce qu'elles ont la même mesure (V). 

Je remarque ensuite que le plan EFG détermine dans ces 
pyramides deux sections équivalentes EFGH, E'F'G' (11, c), et j'en 
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conclus que la pyramide S'E'F'G' est équivalente à la pyramide 
SEFGH. Le tronc de pyramide triangulaire A'B'C'E'F'G' 
est, par suite, équivalent au tronc de pyramide polygonal 
ABCDEFGH; or, le tronc de pyramide triangulaire est équiva- 
lent à la somme de trois pyramides qui ont la môme hauteur 
que le tronc, et dont les bases respectives sont la base inférieure 
du tronc, sa base supérieure et la moyenne proportionnelle 
entre ces deux bases. Donc, etc. 

Remarque. — Soient B, b les bases d'un tronc de pyramide 
dont les bases sont parallèles, et h sa hauteur; son volume V 

est égalà|/ixB-r-|/ïX&4-|^x/B6, ou à |fc(B + 6 + /B6). 

On peut éviter le calcul de l'une des deux bases B et 6, 
parce qu'elles sont semblables (I). En effet, si l'on désigne par 
A et a deux côtés homologues de ces bases, on a (P., 33, II) : 

B~"A«' 

et, par conséquent, 6=BxQ . 

En remplaçant b par cette valeur dans l'égalité 

y = \h (B + &+ /B6), 
on trouve, après l'extraction de la racine carrée : 

*+©■)■ 

Cette formule, qui n'exige pas d'extraction de racine, est d'une 
application plus facile que la précédente. 

THÉORÈME VIL 

Le volume d'un tronc de prisme triangulaire ABCDEF est égal 
à la somme des volumes de* trois pyramides trian- 
gulaires, ayant pour base commune la base infé- 
rieure ABC du tronc elpour sommets respectifs 
les sommets D, E, F, de la base supérieure. 

Je mène les plans ECA, ECD, par la diago- 
nale EC de l'une des faces latérales du tronc de 
prisme et par chacun de ses sommets A, D, 
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qui sont extérieurs à cette face. Ces plans décomposent le 
tronc en trois pyramides triangulaires ECAB, 
ECAD, ECDF. La première, ECAB, a le triangle 
ABC pour base et le point E pour sommet; la 
seconde, ECAD, est équivalente à la pyramide 
BCAD, parce qu'elles ont la même base CAD, 
et que leurs sommets E, B, sont situés sur une 
droite parallèle au plan de leur base. Or la py- 
ramide BACD peut êlre considérée comme ayant le triangle 
ABC pour base et le point D pour sommet; donc la seconde 
pyramide ECAD est équivalente à une pyramide qui aurait le 
triangle ABC pour base et le point D pour sommet. La troi- 
sième pyramide ECDF est équivalente à la pyramide ABCF, 
parce que leurs bases CDF, CAF, sont deux triangles équiva- 
lents, et que leurs sommets E, B, se trouvent sur une droite 
parallèle au plan de leurs bases. Mais on peut prendre le 
triangle ABC pour la base de la pyramide ABCF et le point F 
pour son sommet; donc le prisme tronqué ABCDEF est équi- 
valent à la somme de trois pyramides ayant le triangle ABC 
pour base commune et les points D, E, F, pour sommets. 

Remarque. — Soient h, h! , h", les distances des sommets 
D, E, F, de la base supérieure du prisme tronqué à sa base 
inférieure que je désigne par b, le volume de ce polyèdre est 
égal àJ&Xfc+l&xtfH-l&xA", ou à§5 (h+h'+h«). 

Corollaire. — Le volume d'un tronc de prisme triangulaire 
est égal au produit de sa section droite par le tiers de la somme 
de ses trois arêtes latérales. 

EXERCICES NUMÉRIQUES. 

1 . Calculer, à un centimètre cube près, le volume d'un té- 
traèdre régulier dont l'arête est égale à 0 m ,60. 

Je commence par chercher les expressions de la base et de la 
hauteur du tétraèdre en fonction de l'arête que je désigne par 
a. La base est un triangle équilatéral dont le côté est exprimé 

' l/*3 

par a; l'aire de ce triangle égale donc — — (P., 30, V, c). 
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Pour calculer la hauleur du tétraèdre, je remarque : 1° que 
cette droite fait un triangle rectangle avec Tune des arêtes 
latérales et le rayon du cercle circonscrit à la base, et que 
l'arête latérale est l'hypoténuse de ce triangle ; 2* que le rayon 
du triangle équilatéral dont le côté égale a est représenté par 

— ^— (P., 28, II). J'en conclus que la hauteur du tétraèdre 
✓ 3 

égale j/a' — ou ^y^î par conséquent, ce polyèdre a 

, a V"3 a o* i/ï 

pour mesure | X — j— X — - — » ou -j^-. Telle est l'expres- 
sion du volume d'un tétraèdre régulier en fonction de son 
arête a. 

Si je suppose maintenant l'arête a égale à 0",60, je trouve 
(0»60)^X ou 25 décimètres cubes 456 centimètres cubes 

pour le volume demandé. 

2. Calculer, à un décimètre cube près, le volume d'un tronc 
de pyramide à bases parallèles, en sachant que la hauleur de ce 
tronc est de 3 mètres et que ses bases sont deux hexagones régu- 
liers dont les côtés ont 0 œ ,80 et 0 m ,60 de longueur. 

Si l'on désigne par h la hauteur du tronc de pyramide pro- 
posé, par A un côlé de sa base inférieure B et par a le côté 
hoiT.ologue de la base supérieure, le volume V de ce polyèdre 
est donné par la formule (VI, c) : 



Or, l'hexagone régulier construit sur la droite A est égal à la 
somme de six triangles équilatéraux construits sur la même 
droite; par conséquent on a (P., 30, V.) 

6A'/3 

En remplaçant B par cette valeur dans l'expression du volume 
V, on arrive à la formule suivante : 

/i(A > + AaH-a , i/3 
2 
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3° Les amas de pierres qu'on fait de distance en distance le 
long des routes ont la forme de prismes quadrangulaires tron- 
qués dont deux faces latérales opposées sont des rectangles, 
tandis que les deux autres sont des trapèzes isocèles , égaux 
entre eux. Chacun de ces troncs de prisme a dès lors pour bases 
deux trapèzes isocèles égaux, et c'est par la plus grande de ses 
faces rectangulaires qu'il s'appuie sur le sol. 

Les côtés AB, BC de l'une des faces rectangulaires d'un amas 
de pierres ABCDA'B'C'D' ont i m ,20 et (T,40 de longueur; les 
côtés A'B',BC, de Vautre face rectangulaire sont égaux respec- 
tivement à 0 m ,54, et 0",18. Calculer le volume de cet amas de 
pierres dont la hauteur est égale à 0", 80. 

Je cherche d'abord l'expression du volume du prisme 

tronqué en fonction des lignes don- 

a îj — \ nées; pour cela, je désigne par a et b 

/y — les dimensions AB, BC, de la face rec- 



mené par les arêtes parallèles A'B' et DC décompose le prisme 
quadrangulaire tronqué en deux troncs de prismes triangu- 
laires ABCDA'B' et A'B'C'D'CD ; le premier a pour mesure le 
produit de sa section droite EFE' par le tiers de la somme 
2 a+a' de ses arêtes latérales (Vlï, c). Or la base EF du triangle 
EFE' est égale à b, et sa hauteur E'G égale à d; donc sa surface 

a pour mesure le produit — * , et le volume du tronc de 

prisme ABCDA'B' est par suite égal à -g- (2a + a'). Je prouve- 
rais de même que le tronc de prisme A'B'C'D'CD a pour mesure 





tangulaire ABCD, par a' et b' les di- 
mensions AB', B'C, de l'autre face 
rectangulaire A'B'C'D', et par d la dis- 
tance E'G de ces deux faces. Le plan 
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— (2o'-fa); par conséquent le volume de l'amas de pierres 
6 

est égal à ^ (2 a+a')+^- (2 a'+a). 

Si je suppose maintenant a =l« n ,20, &=0 m ,-40, a / =0 m ,54, 
6'=0 ra ,18, et fcO^SO, je trouve 211 décimètres cubes 
520 centimètres cubes pour le volume demandé. 

Remarque /.— La formule j (2a + a!) + ~ (2a' + a) sert 

aussi à calculer la capacité des fossés ou cuvettes que Ton 
creuse le long des routes. Si on y fait 6 ; = 0, elle se réduit à 

^(2a+a'). 

Elle exprime alors le volume d'un tronc de prisme triangu- 
laire dont les bases sont deux triangles isocèles égaux, et qui a 
pour faces latérales un rectangle et deux trapèzes isocèles 
égaux; c'est la forme qu'on donne aux toils de certains édifices, 
aux piles de boulets dans les parcs d'artillerie, etc. 

Remarque //.—Si Ton suppose les rectangles ABCD, A'BCLy, 
semblables, c'est-à-dire si Ton a : 

les arêtes AA 7 , BB', CC, DLV, prolongées, concourent au même 
point. On peut alors considérer le polyèdre ABCDA'B'C'LV 
comme un tronc de pyramide ; son volume est égal à (VI) : 

~(a& + a'&'-f y/'oTaV). 

Il est facile de vérifier l'identité de cette formule et de la pré- 
cédente, en tenant compte de la condition 

a — - 
a 1 ~~ V 

PROBLÈMES. 

i. Le plan bissecteur d'un angle dièdre d'un tétraèdre divise 
l'arête opposée en deux segments proportionnels aux faces 
adjacentes. 
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2. Si, par le sommet S du tétraèdre SABC, 
on mène la droite SD formant des angles 
égaux avec les faces SAB, SBC, SAC, et qu'on 
joigne les sommets A, B, C, de la base au 
point D dans lequel cette droite rencontre 
ABC, les triangles DAB, DBC, DAC, sont pro- 
portionnels aux faces SAB, SBC, SAC. 

3. Les plans bissecteurs des angles dièdres d'un tétraèdre 
passent par le même point. 

4. Les plans perpendiculaires aux milieux des arêtes d'an 
tétraèdre passent par un même point. 

5. Déterminer à l'intérieur d'un tétraèdre un point tel qu'en 
le joignant à tous les sommets on décompose le tétraèdre en 
quatre pyramides triangulaires équivalentes. 

6. Si les angles trièdres A, A', des deux tétraèdres ABCD, 
A'B'C'D', sont égaux, les volumes de ces tétraèdres sont pro- 
portionnels aux produits ABxACxAD, AB'xAC'xA'D', des 
arêtes d es deux angles dièdres égaux. 

7. Tout plan, mené par les milieux de deux côtés opposés 
d'un quadrilatère gauche, divise les deux autres côtés en 
segments proportionnels. 

8. Tout plan qui passe par les milieux de deux arêtes oppo- 
sées d'un tétraèdre le divise en deux parties équivalentes. 

9. On donne deux tétraèdres ABCD, A'B'C'D 7 , tels que les 
droites A A', BB', CC 7 , DD', qui joignent deux à deux les som- 
mets correspondants, concourent en un même point. 

Démontrer que, si les faces correspondantes se coupent, les 
quatre droites d'intersection sont situées dans un même plan. 

iu. Par un point quelconque pris à l'intérieur de la base d'une 
pyramide régulière, on élève une perpendiculaire sur cette 
base; cette perpendiculaire rencontre toutes les faces latérales 
de la pyramide , prolongées au besoin. On demande de démon- 
trer que la somme des dislances des points de rencontre au 
plan delà base est une quantité constante. 
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DOUZIÈME LEÇON 



Programme : Polyèdres semblables. — En coupant une pyramide par un 
plan parallèle à sa base, on détermine une pyramide partielle semblable 
à la première. — Deux pyramides triangulaires qui ont un angle dièdre 
«gai, compris entre deux faces semblables et semblablement placées, sont 
semblables. (Nota. On se bornera à ce seul cas de similitude.) 



DEFINITIONS. 

Deux polyèdres sont semblables s'ils ont les faces semblables 
chacune à chacune, et que leurs angles polyèdres formés par 
les faces semblables soient égaux. 

Deux points, deux lignes, deux faces, deux angles dièdres ou 
polyèdres, qui se correspondent dans deux polyèdres sembla- 
bles, sont appelés homologues. Ainsi , deux angles polyèdres 
égaux sont des angles homologues, et leurs sommets, des points 
homologues. Pareillement, deux arêtes, deux diagonales, ter- 
minées à des sommets homologues, sont des lignes homo- 
logues. Enfin, deux faces semblables sont aussi des faces ho- 
mologues. 

THÉORÈME 1. 

Les arêtes homologues de deux polyèdres semblables P et F 
sont proportionnelles. 

Il est d'abord évident que les côtés homologues de deux 
faces homologues quelconques des polyèdres semblables P et 
P' sont proportionnelles, puisque ces faces sont des polygones 
semblables. Je remarque ensuite que le côté commun à deux 
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faces adjacentes A, B, du polyèdre P est homologue au côté 
commun aux deux faces adjacentes A 7 , B', qui sont respective- 
ment homologues à A et B dans le polyèdre P 7 ; donc le rapport 
de similitude (P., 21, déf.) des deux faces homologues A, k 1 , est 
le même que celui des deux autres faces homologues B, B 7 . Par 
suite, les arêtes homologues des deux polyèdres P, P 7 , sont 
proportionnelles. 

THÉORÈME II. 

< 

En coupant une pyramide par un pian parallèle à sa base, 
on détermine une seconde pyramide semblable à la première. 

Soit abcd la section faite dans la pyramide 
SABCD par un plan parallèle à sa base ABCD; 
je dis que les pyramides Sabcd, SABCD, sont 
semblables. 

Je remarque d'abord que leurs faces 
homologues sont semblables. En effet, le 
plan de la section abcd étant parallèle à la 
base de la pyramide SABCD, les polygones 
abcd, ABCD, sont semblables (10, 1); les triangles homologues 
Sab, SAB, sont aussi semblables, car ils ont les angles égaux 
chacun à chacun , à cause du parallélisme des droites ab et 
AB, etc. 

Je dis, en second lieu , que les angles polyèdres homologues 
des pyramides Sabcd, SABCD, sont égaux. L'angle polyèdre S 
leur est commun ; pour démontrer l'égalité des deux angles 
trièdres homologues a et A, je les superpose en plaçant le 
sommet a sur le sommet A, l'arête aS sur l'arête AS, et faisant 
coïncider le plan Sad avec le plan SAD. L'arête ad prend alors 
la direction de l'arête AD, parce que l'angle Sad est égal 
à l'angle SAD; pareillement, le plan Sab s'applique sur le 
plan SAB, à cause de l'égalité des deux angles dièdres dSab, 
DSAB, et l'arête ab prend la direction de l'arête AB, puisque 
les deux angles Sa6, SAB, sont égaux. Dès lors la troisième 
face dab de l'angle trièdre a coïncide aussi avec la troisième 
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face DAB de l'autre angle trièdre À, et ces deux angles trièdres 
sont égaux. Il en est de même des deux angles trièdres b et 
B, etc. Donc les pyramides Sabcd, SABCD, qui ont les faces 
semblables chacune à chacune et les angles polyèdres homo- 
logues égaux, sont semblables. 

THÉORÈME III. 

Deux pyramides triangulaires qui ont un angle dièdre égal, 
compris entre deux faces semblables chacune à chacune et sem- 
blablement placées, sont semblables. 
Soient SABC, S'A'B'C, deux pyramides triangulaires qui ont 

lesanglesdièdresABjA'B'jégaux 
et dont les facesSAB, S'A'B', son t 
semblables, ainsi que les faces 
s , ABC, A'B'C; je dis que ces pyra- 
A mides sont semblables, si toute- 
/ \ fois les faces SAB, ABC, de la 
. 1 \ pyramide SABC ont la même 
V c disposition relative que les faces 
B homologues S'A'B', A'B'C', de 
l'autre pyramide S'A'B'C'. 

Je prends d'abord sur l'arête BA une longueur Ba égale à 
l'arête B'A', puis je mène par le point a le plan acs parallèle à 
la face ACS de la pyramide SABC. Ce plan détermine une pyra- 
mide saBc semblable à SABC (II); je vais démontrer qu'elle est 
égale à la pyramide S'A'B'C'. Je remarque, en effet, que l'angle 
dièdre aB est égal par hypothèse à l'angle dièdre A'B', et le 
triangle saB égal au triangle S'A'B', parce que chacun d'eux 
est semblable au triangle SAB et que leurs côtés homologues 
aB, A'B', sont égaux. Le triangle aBc est aussi égal au triangle 
A'B'C par la même raison; donc les pyramides triangulaires 
saBc, S'A'B'C', qui ont un angle dièdre égal compris entre 
deux faces égales chacune à chacune et semblablement placées, 
sont égales (10, III). La pyramide S'A'B'C est, par suite, sem- 
blable à la pyramide SABC. 
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PROBLÈMES. 

\. Deux pyramides polygonales sont semblables lorsqu'elles 
ont un angle dièdre égal, compris entre une base et une face 
latérale semblables chacune à chacune et semblablement pla- 
cées. 

2. Les surfaces de deux pyramides semblables sont propor- 
tionnelles aux carrés de deux arêtes homologues. 

3. Couper une pyramide par un plan parallèle à sa base, de 
manière que la surface de la pyramide déterminée par ce plan 
et celle de la pyramide donnée soient proportionnelles aux deux 
longueurs m et n. 

4. Si deux pyramides semblables ont leurs faces homologues 
parallèles chacune à chacune, les droites qui joignent leurs 
sommets homologues concourent au même point. 

5. Si l'on divise dans un même rapport les droites menées 
d\m point à tous les sommets d'une pyramide, les points de 
division peuvent être considérés comme les sommets d'une 
seconde pyramide semblable à la première. 

6. Si l'on mène par les sommets d'un tétraèdre des plans 
parallèles aux faces opposées, le tétraèdre formé par ces plans 
est-il semblable au premier tétraèdre ? 
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Programme : Décomposition des polyèdres semblables en pyramides trian- 
gulaires semblables. — Rapport de leurs volumes. — Exercices numé- 
riques. 



THÉORÈME I. 



Deux polyèdres semblables peuvent être décomposés en un 
même nombre de pyramides triangulaires semblables et sembla- 
blement placées. 
Soient P et P' deux polyèdres semblables; je commence par 

diviser en triangles sembla- 
bles leurs faces homologues, 
qui, comme ABCDE et 
A'B'C'D'E', ne sont pas trian- 
gulaires. A cet effet, je trace 
les diagonales homologues 
de ces polygones; ces lignes 
décomposent les surfaces des 
deux polyèdres en un même 
nombre de triangles semblables et semblablement placés. 

Cela posé, je partage le polyèdre P en pyramides triangu- 
laires, ayant pour bases les divers triangles dans lesquels j'ai 
décomposé sa surface, et pour sommet commun un point quel- 
conque 0, pris à l'intérieur de ce polyèdre. Pour déterminer 
dans l'autre polyèdre P' le point homologue à 0, je mène 
par l'une de ses arêtes, par exemple A' B', un plan qui forme 
à Tintérieur de ce polyèdre, avec la face A'B'C'D'E', un angle 
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dièdre égal à l'angle dièdre OABG; je construis ensuite dans 
ce plan le triangle A'B'O' semblable au triangle ABO, en 
faisant les angles A'B'O 7 , B'A'CK, égaux respectivement aux 
angles ABO, BAO. Le sommet 0 / du triangle A'B'O' étant 
homologue au sommet 0 du triangle ABO, je partage le po- 
o lyèdre F en pyramides trian- 



blablement placées; je dis que ces tétraèdres sont sembla- 
bles deux à deux. 

Je considère d'abord les tétraèdres OABE, OBDE, OBCD, et 
les tétraèdres homologues O'A'B'E', CKB'D'E', 0 / B / C / D / , qui ont 
pour bases les triangles semblables dans lesquels j'ai décom- 
posé les faces homologues ABCDE, A'B'C'D'E', des deux poly- 
èdres. Les tétraèdres OABE, O'A'B'E', sont semblables, parce 
qu'ils ont les angles dièdres égaux AB, A'B', compris entre 
deux faces semblables chacune à chacune et semblablement 
placées (12, 111) ; par conséquent le triangle OBE est semblable 
au triangle homologue 0 / B'E / , et l'angle dièdre OBEA égal à 
l'angle dièdre homologue O'B'E'A'. Les deux tétraèdres sui- 
vants OBDE, O'B'iyE', sont aussi semblables par la même rai- 
son ; car leurs bases BDE, B'iyE', sont semblables par hypothèse, 
ainsi que leurs faces latérales homologues OBE, O'B'E', et 
l'angle dièdre OBED est égal à l'angle dièdre O'B'E'D 7 , puisque 
leurs suppléments OBEA, O'B'E'A 7 , sont égaux. Je prouverais 
de même la similitude des deux tétraèdres OBCD, O'B'C'D'. 

Je considère, en second lieu, les tétraèdres correspondant à 
deux autres faces homologues CDFG, CWG' des polyèdres 
P et F, adjacentes aux faces ABCDE, A'B'C'D'E', et je dis que 
ces tétraèdres sont aussi semblables deux à deux. En effet, les 
tétraèdres homologues OCDF, O'CW, onl leurs bases CDF, 
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C'iyF', semblables par hypothèse ; leurs faces latérales OCD, 

O'CLY, sont aussi sembla- 
bles, à cause de la simi- 
litude des tétraèdres OBCD, 
OB'CLV; de plus, l'angle 
dièdre OCDF est la diffé- 
rence des deux angles diè- 
dres BCDF, BCDO. Or l'an- 
gle BCDF égale l'angle 
B'C LVF', parce qu'ils sont 
homologues dans les deux polyèdres semblables P, P', et 
l'angle BCDO égale l'angle B'C'LVO', parce qu'ils sont homo- 
logues dans les tétraèdres semblables OBCD, O'B'C'D'. Par con- 
séquent l'angle dièdre OCDF égale la différence des angles 
dièdres B'C'D'F', B^CD'C, c'est-à-dire l'angle dièdre (y». 
Les tétraèdres OCDF, O'C'DF', sont donc semblables, puisqu'ils 
ont un angle dièdre égal compris entre deux faces semblables 
chacune à chacune et semblablement placées. Je prouverais de 
môme la similitude des autres tétraèdres correspondant aux 
deux faces CDFG, C'iyF'G 7 , et ainsi de suite. Dès lors les po- 
lyèdres P et P' sont décomposés en un même nombre de pyra- 
mides triangulaires eemblables et semblablement placées. 

Corollaire. — On peut prendre le point 0 sur la surface 
même du polyèdre P. Si ce point coïncide avec l'un des som- 
mets de P, par exemple avec À, le point O' coïncidera avec le 
sommet .V homologue à À, et les arêtes latérales des tétraèdres 
dans lesquels on décomposera les polyèdres P et P' seront des 
diagonales homologues de ces polyèdres. Par conséquent, les 
diagonales homologues de deux polyèdres semblables sont pro- 
portionnelles à leurs arêtes homologues (12, 1). 

THÉORÈME II. 

Réciproquement : Deux polyèdres P et P , composés d'un 
même nombre de pyramides triangulaires semblables et sem- 
blablement placées, sont semblables. 

Je dis d'abord que si deux pyramides OABE, OBDE, du po- 
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lyèdre P ont leurs bases ABE, BDE, comprises dans le même 
plan, il en est de même des bases A'B'E', B'iyE', des pyramides 
homologues O'A'B'E', O^'D'E', du polyèdre P'. 

En effet les triangles ABE, BDE, étant situés dans le même 
plan, les deux angles dièdres adjacents OBEA, OBED, valent 
ensemble deux angles dièdres droits (5, V). Or les angles 
dièdres homologues OBEA, CKB'E'A', des deux tétraèdres sem- 
blables OABE, O'A'B'E', sont égaux ; les angles dièdres OBED, 
o O'B'E'D', sont aussi égaux 



Cela posé, je fais remarquer que le polyèdre P ayant une 
face ABCDE, composée de trois triangles ABE, BDE, BCD, les 
triangles A'B'E', B'D'E', B'C'D', qui leur sont respectivement 
semblables, forment la face correspondante A'B'C'D'E' de 
l'autre polyèdre P'; or ces deux faces homologues sont com- 
posées d'un même nombre de triangles semblables et sembla- 
blement placés, donc elles sont semblables (P. 21, VIII). Il en 
est de même des faces CDFG, C'D'F'G', et ainsi de suite. 

Je dis, en second lieu, que l'inclinaison des deux faces adja- 
centes ABCD, CDFG, du polyèdre P est égale à celle des deux 
faces correspondantes A'B'C'D'E', C'D'F'G', du polyèdre P'. Je 
remarque, en effet, que l'angle dièdre BCDF est égal à la 
somme des angles dièdres BCDO, FCDO; or les angles dièdres 
homologues BCEO, B'C'iyO', des tétraèdres semblables OBCD, 
O'B'C'D', sont égaux, ainsi que les angles dièdres homologues 
FCDO, F'C'D'0',des tétraèdres semblables OCDE, O'C'D'P'. Par 
conséquent, l'angle dièdre BCDF égale aussi la somme des 
angles dièdres B'CW, F'CW, c'est-à-dire l'angle dièdre 
B'C'DT'. 

Il résulte évidemment de ce que les faces homologues des 



A 




B'E'A', B'E'IY soient dans 
le même plan (5,VI). 
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polyèdres P et F sont semblables, également inclinées et 
semblablement placées, que leurs angles polyèdres homo- 
logues, tels que SABCD, S'A'B'C'D', ont tous leurs éléments, 

faces et angles dièdres, égaux 
chacun à chacun et semblable- 
ment placés; par conséquent 
ils sont superposables et, dès 
lors, égaux entre eux. Les po- 
lyèdres P et P' sont donc sem- 
blables, puisqu'ils ont leurs 
faces semblables chacune à chacune et leurs angles polyèdres 
homologues égaux. 

THÉORÈME III. 

Les volumes de deux pyramides semblables sont proportion- 
nets aux cubes de leurs arêtes homologues. 
Soient SABCD, Sabcd, les deux pyramides semblables, que 

je suppose placées l'une dans Pautre de 
manière que leurs angles polyèdres coïn- 
cident. Les bases ABCD, abcd, de ces 
pyramides sont alors parallèles, et leurs 
hauteurs SO, So, se mesurent sur la 
même droite SO, menée perpendiculaire- 
rement aux bases par le sommet com- 
mun S. 

Les pyramides SABCD, Sabcd, étant semblables, leurs bases 
ABCD, abcd, sont aussi semblables, et les aires de ces polygo- 
nes sont proportionnelles aux carrés de leurs côtés homologues 
(P., 33, II), ou aux carrés de deux arêtes homologues des pyra- 
mides (12, 1) ; on a donc 

ABCD SA* 
abcd So'* 

Or le plan abcd, parallèle à la base ABCD de la pyramide SABCD 
divise les droites SA, SO, en segmeuts proportionnels (10, I); 
par conséquent, on a aussi 

SO _ SA f 

So "~ Sa ' 




( 
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En multipliant membre à membre les deux égalités précé- 
dentes, on trouve que 

ABCD x SO SA* 
abcdxSo ~"Sa>* 
or, les volumes des pyramides SABCD, Sabcd, sont égaux res- 
pectivement aux tiers des produits ABCDxSO, abcdxSo 
(10, V); par conséquent le rapport de ces volumes est le même 
que celui des cubes de leurs arêtes homologues SA, Sa. 

Corollaire. — Les hauteurs de deux pyramides semblables 
sont proportionnelles à deux arêtes homologues. 

THÉORÈME IV. 

Les volumes de deux polyèdres semblables P et p sont propor- 
tionnels aux cubes de deux arêtes homologues A et a. 

Je décompose les deux polyèdres semblables P et p en un 
même nombre de tétraèdres semblables (I); soient V, V, Y',... 
les volumes de ceux qui forment le polyèdre P, et v, v', v",... 
les volumes des tétraèdres correspondants du polyèdre p. Les 
pyramides triangulaires homologues étant semblables, et les 
arêtes homologues des deux polyèdres étant proportionnelles 
(12, 1), on a (III : 

_V_ 

v ~~~ a 3 ' 

A» 

v' a 3 1 
y/^__ A 3 
v" ~~ a 1 ' 



et, par conséquent, 

L— — ——— — — • 

v " V ~" v" a 3 ' 

on en déduit : 

V + V' + V"... _ A» T 
v + v' +v"... ~~ a 3 ' 
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c'est-à-dire que les volumes des polyèdres P etp sont propor- 
tionnels aux cubes des arêtes homologues A et a. 

Corollaire.— Les surfaces de deux polyèdres semblables sont 
proportionnelles aux carrés de leurs côtés homologues. 

EXERCICES NUMÉRIQUES. 

1. La hauteur d'une pyramide est égale à 4 m ,50, et sa base 
est un carré dont le côté a i m , 20 de longueur. Calculer les di- 
mensions correspondantes d'une pyramide semblable dont le 
volume est de 7 mètres cubes 290 décimètres cubes. 

Soient c le côté de la base et h la hauteur de la seconde 

1 

pyramide; le volume delà première étant égala - (1, 2) ! x4,5, 

c'est-à-dire à 2 mètres cubes iOO décimètres cubes, on a (III) : 

c» h 3 7,290 1 
(T^T 3 ~ (4,5) 8 ~~ 2/160' 

Il en résulte que 

I*/ 729 (1,2)' 9X1,2 
C -y 216 ~ 6 9 

. , V 729 (4,5)' 9X4,5 
et A= K 216 - "~~ 6 — ' 

En effectuant les calculs indiqués, on trouve : 

c=l m ,80, eU=6»,75. 

2. Calculer le volume d'un parallélipipède rectangle dont la 
surface est égale à 3 mètres carrés, et dont les dimensions sont 
proportionnelles aux trois nombres 4, 6 et 9. 

Je calcule d'abord la surface et le volume du parallélipi- 
pède rectangle dont les dimensions sont 4mèlres, 6 mètres 
et 9 mètres. La surface est composée de six rectangles, parmi 
lesquels deux ont pour dimensions 4 mètres et 6 mètres; 
deux autres ont pour dimensions 4 mètres et 9 mètres; enfin 
les dimensions des deux derniers sont 6 mètres et 9 mètres. 
Donc la surface totale de ce parallélipipède est égale à 
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4x6x2+4x9x2+6x9x2 ou à 228 mètres carrés. Quant à 
son volume, il est égal à 4x6x9 ou à 216 mètres cubes. 

Cela posé, je fais remarquer que ce parallélipipède est sem- 
blable au parallélipipède cherché, parce qu'ils ont leurs faces 
semblables chacune à chacune et leurs angles polyèdres homo- 
logues égaux (II); par conséquent leurs volumes sont propor- 
tionnels aux cubes de leurs arêtes homologues, et leurs surfaces 
proportionnelles aux carrés des mêmes arêtes (IV). Dès lors, si 
je désigne par V le volume inconnu et par A son arête homo- 
logue à 4 mètres, j'aurai (IV) : 

_V_ A* 

216 — 64* 

228 16* 

La dernière de ces égalités donne, toute réduction faite : 

a=JL ; 

y/ 19 

et la première devient, par la substitution de cette valeur de A, 

V _ 8 

2,6 ~64(v/T9r' 

J'en conclus que 

Y g * 

ou V=0 m -%326012. 



1 . Calculer, à un centimètre près, les dimensions d'un parallé- 
lipipède rectangle, en sachant qu'elles sont proportionnelles aux 

2 4 3 

nombres — , -, - et que son volume est égal à 2 mètres cubes. 

2. Mener un plan parallèle à la base d'une pyramide, de telle 
sorte qu'il divise le volume de ce polyèdre en deux parties 
proportionnelles à deux lignes données m et n. 



QUATORZIÈME ET QUINZIÈME LEÇON. 

Programme : Cône droit à base circulaire. — Section parallèle à la base. 
— Surface latérale du cône, du tronc de cône à bases parallèles. — Vo- 
lume du cône à bases parallèles \ 



DÉFINITIONS. 

i . Lorsqu'une ligne, droite ou courbe, se meut dans l'espace, 
le lieu des positions qu'elle y occupe successivement est une 
surface. Aussi on donne à cette ligne le nom de génératrice de 
la surface, et celui de directrices aux lignes qui dirigent le 
mouvement de la génératrice. 

Toute surface qui n'est pas plane, ni formée 
par la réunion de surfaces planes , est appelée 
surface courbe. 

On distingue parmi les surfaces courbes celles 
qu'on nomme surfaces de révolution. Une sur- 
face de révolution est engendrée par la rotation 
d'une ligne quelconque ABC sur une ligne 
droite fixe xy, à laquelle elle est liée d'une ma- 
nière invariable.— La ligne droite xy est l'axe 
de la surface. 

On désigne sous le nom de parallèle d'une surface de révo- 
lution toute section plane, perpendiculaire à l'axe. Les sections 
faites par des plans qui passent par l'axe sont les méridiens de 
cette surface. 




* L'aire du cône (ou du cylindre) sera considérée, sans démonstration, 
comme la limite vers laquelle tend l'aire de la pyramide inscrite (ou du 
prisme inscit), à mesure que ses faces diminuent indéfiniment. 
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2. On appelle cône droit à base circulaire le corps engendré 
par la rotation d'un triangle rectangle SAO sur l'un des côtés 

.s de son angle droit SOA, par exemple sur le 
côté SO. 

L'autre côté OA de l'angle droit décrit un 
cercle dont le plan est perpendiculaire à l'axe 
SO (1, III, c), et qu'on nomme base du cône; le 
point S est le sommet de ce corps, et la droite 
SO en est la hauteur. L'hypoténuse SA du triangle rec- 
tangle SAO engendre une surface de révolution qu'on appelle 
surface convexe du cône; la droite SA a reçu le nom d'apo- 
thème. 

3. Par analogie, on appelle surface conique la surface en- 

gendrée par une droite AB, assujettie à passer 
toujours par un point fixe A, et à tourner autour 

/ \\ de ce point en s'appuyant sur une ligne courbe 
J ./f--\\ donnée BCD, qui est la directrice de la surface. 
Ad V A Si la directrice est une courbe fermée, et 

G qu'on coupe la surface conique par un plan BCD 

qui rencontre toutes les positions de la génératrice d'un même 
côté du sommet A, on désigne sous le nom de cône le corps 
compris entre ce plan et la surface conique; il a pour base la 
face BCD, pour sommet le point A, et pour hauteur la distance 
de son sommet à sa base. 

i. Deux cônes droits à base circulaire sont semblables , si 
leurs hauteurs sont proportionnelles aux rayons de leurs bases, 
c'est-à-dire s'ils sont engendrés par des triangles rectangles 
semblables. 

5. On appelle apothème d'une pyramide régulière SABCDE, 
s la perpendiculaire SG abaissée de son sommet S 
sur un côté quelconque AB de sa base ABCDE. 
Cette droite SG a une longueur constante : en 
effets d'après la définition de la pyramide régu- 

>D lière, les arêtes latérales SA, SB, SC, s'écartent 

également de la perpendiculaire SF abaissée du 
C sommet sur la base; elles sont donc égales (1, VI). 
De là résulte l'égalité des triangles isocèles SAB, SBC, SCD,.... 




AM. 



17 
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qui composent la surface latérale de la pyramide, car ils ont 
les trois côtés égaux chacun à chacun. Les hauteurs de ces 
triangles, c'est-à-dire les perpendiculaires menées du point S 
sur les divers côtés de la base ABCDE sont donc égales entre 
elles. 

Une pyramide est inscrite dans un cône lorsqu'elle a le 

même sommet, et que sa base est inscrite dans celle du cône. 

On dit réciproquement que le cône est circonscrit à la pyra- 
• « 

1 1 1 1UC • 

Si Ton inscrit dans un cône droit à base circulaire une pyra- 
mide dont la base soit un polygone régulier, cette pyramide 
est régulière; car la droite qui joint le centre de sa base à son 
sommet est perpendiculaire à la base, puisqu'elle coïncide avec 
l'axe du cône. 

THÉORÈME I. 

Toute section faite dans un cône droit à base circulaire par 
un plan parallèle à sa base est un cercle. 
Soit le cône engendré par la rotation du triangle rectangle 
SAO sur le côté SO de l'angle droit SOA; je 
tire d'un point quelconque B de la génératrice 
SA la droite BC perpendiculaire à Taxe SO. 
Pendant la rotation du triangle SAO, la droite 
BC décrit un plan perpendiculaire à SO 
(1, III, c), et le point B, dont la distance au 
point C est constante, trace sur ce plan une 
circonférence de cercle qui a le point C pour 
centre. Par conséquent, toute section BC faite dans le cône 
droit SAO à base circulaire par un plan perpendiculaire à l'axe, 
c'est-à-dire parallèle à la base du cône (a, VI), est un cercle 
qui a son centre sur l'axe SO. 

Remarque /.—Ce théorème est un cas particulier de celui-ci, 
dont la démonstration est identique à la précédente : Toute 
section faite dans une surface de révolution par un plan per- 
pendiculaire à l'axe est un cercle. 

Remarque IL— Si Ton coupe un cône circulaire droit SAO 
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par un plan BC parallèle à sa base OA, la portion du cône com- 
prise en Ire la base et la section est appelée cône tronqué ou 
tronc de cône à bases parallèles.. 

Les cercles OA, CB, sont les deux bases du tronc de cône, 
qui a pour apothème la partie AB de l'apothème SA du cône, 
comprise entre ses bases. 

THÉORÈME IL 




La surface latérale d'une pyramide régulière a pour mesure 
le produit du périmètre de sa base par la moitié de son apo- 
thème. 

Soit SABCDE une pyramide régulière qui a le polygone 
régulier ABCDE pour base, le point S pour 
sommet, et la droite SG pour apothème; sa 
surface latérale est la somme des triangles SAB, 
SBC, SCD,... qui ont pour bases les côlés AB, 
) D BC, CD,... du polygone ABCDE, et pour hau- 
teur commune l'apothème SG de la pyramide 
b C (déf. 5). Or, chacun de ces triangles a pour me- 
sure la moitié du produit de sa base par sa hauteur; doue 
la surface latérale de la pyramide régulière SABCDE a 

SG 

pour mesure (AB-f BC+CD-f-...) X-^-, c est-à-dire le produit 

du périmètre AB+BC-j-CD-f-... de sa base parla moitié de son 
apothème SG. 

Remarque. — Si l'on inscrit dans un cône droit SOK à base 
circulaire une pyramide régulière quelcon- 
que, par exemple la pyramide quadrangulaire 
SABCD, dont l'apothème est SL, et qu'ensuite 
on double indéfiniment le nombre des côtés de 
sa base, l'apothème SL croît sans pouvoir éga- 
ler l'apothème SK du cône dont il s'approche 
indéfiniment. La surface latérale de la pyra- 
mide augmente par suite, et diffère de moins 
en moins de celle du cône; il en est de même des volumes de 
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ces deux corps. Aussi je considérerai l'apothème, la surface 
convexe et le volume du cône comme les limites vers lesquelles 
tendent respectivement l'apothème, la surface latérale et le vo- 
lume d'une pyramide régulière inscrite, lorsque le nombre de ses 
faces augmente indéfiniment; et je regarderai comme acquise 
au cône toute propriété démontrée pour une pyramide régu- 
lière inscrite, indépendamment du nombre et de la grandeur 
de ses faces. 

• 

THÉORÈME III. 

La surface convexe d'un cône droit à base circulaire a pour 
mesure le produit de la circonférence de sa base par la moitié 
de son apothème. 
J'inscris dans le cône droit SOK à base circulaire une pyra- 
s mide régulière quelconque, par exemple la 
pyramide quadranguîaire SABCD, puis les py- 
ramides régulières dont les bases ont 8, 16,.. 
côtés. Les surfaces latérales de ces pyramides 
vont en croissant, et ont pour limite la surface 
convexe du cône SOK qui leur est circonscrit; 
or chacune d'elles a pour mesure le produit du 
périmètre de sa base par la moitié de son apo- 
thème, quels que soient le nombre et la grandeur des faces 
qui la composent ; donc la surface connexe du cône SOK a aussi 
pour mesure le produit de la circonférence de sa base par la 
moitié de son apothème (II, Rem.). 

Remarque. — Soient A l'apothème d'un cône droit à base 
circulaire et R le rayon de sa base; sa surface convexe a pour 
mesure : 

tcRxA. 

Pour avoir la mesure de sa surface totale, il faut ajouter à 
la quantité uRxAla mesure de la base du cône, c'est-à-dire 
7c R 4 , et Ton a : 
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Corollaire. — La surface convexe d'un cône droit SBC à. 

base circulaire a pour mesure le produit de son 
apothème par la circonférence du parallèle ED, 
également distant du sommet et de la base. 

En effet, le rayon DE de ce parallèle égale la 
moi lié du rayon BC de la base, puisque le point 
D est le milieu de SC; on a par suite (P, 27, IV) : 

- circ.BCxSB s? c/rc.DExSB. 
2 

THÉORÈME IV. 

La surface convexe d'un tronc de cône droit à bases paral- 
lèles a pour mesure le produit de la demi-somme des circonfé- 
rences de ses bases par son apothème.. 
Soit ABED un tronc de cône égal à la différence des 

deux cônes de révolution 
SAC, SDF, dont les bases 
AB, DE, sont parallèles. Par 
l'extrémité A de la généra- 
trice SA, j'élève sur cette 
droite une perpendiculaire 
quelconque AG, que je 
prends égale à la circonférence AC de la base inférieure du 
cône tronqué. Je tire ensuite la droile SG, et je mène par le 
point D, où la génératrice SA coupe la base supérieure du 
tronc, la droite DH parallèle à AG. Je [dis d'abord que celte 
droite est égale à la circonférence du cercle DE. 

En effet, la droite SC étant l'axe du cône SAC, les triangles 
SDF, SAC, sont rectangles et semblables; on a donc (P., 27, IV) : 

SD DF cir. DF 

SA AC ~~ cir. AC ' 
Les triangles SDH, SAG, sont aussi rectangles et semblables; 
on a dès lors : 

SD DH 
SA~AG' 

et, par suite, 

cir. DF DH 
cir. AC"~ AG' 
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Or, la droite AG est par hypothèse égale à cir. AC; donc la 
droite DH est aussi égale à cir. DF. 
Je remarque, en second lieu, que la surface convexe du cône 

SAC a pour mesure ^ cir. CA x SA (III); elle est donc équiva- 
lente à la surface du triangle rectangle SAG, qui est mesurée 
1 

par - AG x SA. De même, la surface convexe du cône SDF est 

équivalente au triangle rectangle SDH; par conséquent, la 
surface convexe du cône tronqué ABED est équivalente à la 
surface du trapèze AGHD. Or, Taire de ce trapèze est égale à 

AD x — ) ( p » Vï ); donc la surface convexe du 

tronc de cône ABED a pour mesure le produit de son apothème 
AD par la demi-somme des circonférences AC, DF, de ses 
hases. 

Corollaire. — Si Ton mène par le milieu K de l'apothème 
AD 1a droite KN parallèle à AG et le plan KL parallèle aux bases 
du cône tronqué, la droite KN est égale à la circonférence KL. 
Or, le trapèze a pour mesure AD x KN (P.. 31, VI, c) ; donc 
la surface convexe d'un tronc de cône droit ABDE, dont les 
bases sont parallèles, a pour mesure le produit de son apothème 
AD par la circonférence du parallèle KL, également éloigné de 
ses bases. 

THÉORÈME V. 

Le volume d'un cône droit à base circulaire est égal au tiers 

du produit de sa base par sa hauteur. 

J'inscris dans le cône droit SOK à base 
circulaire une pyramide régulière quel- 
conque, par exemple la pyramide quadran- 
gulaire SABCD, puis les pyramides régu- 
lières dont les bases ont 8, 1G,.... côtés. 
Les volumes de ces pyramides vont en 
i croissant, et ont pour limite le volume du 
cône SOK qui leur est circonscrit; or, cha- 
cun d'eux a pour mesure le tiers du produit de sa base par sa 
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hauteur, quels que soient le nombre et la grandeur de ses faces; 
donc le volume du cône SOK a aussi pour mesure le tiers du 
produit de sa base par sa hauteur (H, Rem.). 

Remarque.— Soient R le rayon de la base et H la hauteur 
d'un cône droit à base circulaire ; son volume est égal à 

Corollaire. — Les volumes de deux cônes droits à base 
circulaire sont proportionnels à leurs bases si leurs hauteurs 
sont égales.— Lorsque deux cônes droits à base circulaire 
ont des bases égales, leurs volumes sont proportionnels à leurs 
hauteurs. 

THÉORÈME VI. 

Un tronc de cône droit à bases parallèles est équivalent à trois 
cônes droits ayant pour hauteur commune la hauteur du tronc, 
et pour bases respectives la base inférieure du tronc, sa base 
supérieure et la moyenne proportionnelle entre ces deux bases. 
s c Soit ABFD le tronc de cône 

/?\ y4-. t égal à la différence des deux 

\ 0 cônes droits SAB, SDF, dont les 
{X bases AB, DF, sont parallèles; je 
r -4 L construis sur le plan de la base 
y inférieure du cône tronqué une 
K pyramide triangulaire GHKL, 
dont la base HKL soit équivalente au cercle AC et la hauteur 
GR égale à la hauteur SC du cône SAB. Je dis d'abord que le 
plan de la base supérieure du cône tronqué détermine dans la 
pyramide une section MNO équivalente au cercle DE. 

En effet, les bases du tronc de cône étant parallèles, le plan 
SCA coupe la base supérieure du tronc de cône suivant une 
droite ED parallèle à CA, et le rapport des rayons CA, ED, égale 
celui des hauteurs SC, SE; on a donc : 

cercle CA CA" SC? 

cercleED ~~ ED*~~SE*' 
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H résulte aussi du parallélisme des plans MNO, HKL, que 
(10, 1, c). 

HKL GR* 





S? 












s | MNO GP' 

/h & Or les droites GR et SC sont 

égales par hypothèse, ainsi que 
les droites GP et SE ; par consé- 
L quent on a : 

cercle CA HKL 
cercle ED ~" MNO* , 
Mais le triangle HKL est, par construction, équivalent au cercle 
CA ; donc le triangle MNO est aussi équivalent au cercle ED. 

Je remarque, en second lieu, que le cône SAC a pour me- 
i 

sure - cercle CAxSC; il est donc équivalent à la pyramide 

GHKL qui a pour mesure » HKLxGR. De même, le cône SDE 

et la pyramide GMNO sont équivalents; donc le tronc de cône 
ABFD est équivalent au tronc de pyramide H KLMNO. Le vo- 
lume de cette pyramide tronquée étant égal à (40, VI) 

1 PR (HKL + MNO + / HKL X MNO) , 

le tronc de cône a pour mesure 

- CE {cercle CA+cercle ED -f J cercle CA x cercle ED) , 

c'est-à-dire qu'il est équivalent à la somme de trois cônes, 
ayant pour hauteur commune la hauteur CE du tronc, et pour 
bases respectives les cercles CA et ED, ainsi que la moyenne 
proportionnelle entre ces deux cercles. 

Remarque— Soient R, r et H les rayons des bases et la hau- 
teur du côue tronqué ; on a : 

i*H(R«+f +Rr) 

pour l'expression de son volume. 

PROBLÈMES. 

i. Si deux cônes droits à base circulaire sont semblables, 
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leurs surfaces convexes sont proportionnelles aux carrés des 
rayons de leurs bases, et leurs volumes proportionnels aux 
cubes des mêmes rayons. 

2. Diviser la surface latérale d'un cône droit à base circulaire 
en deux parties équivalentes par un plan parallèle à sa base. 

3. La surface totale d'un cône droit à base circulaire est 
égale à 10 mètres carrés, et le rayon de sa base égal à l œ , 2 ; 
calculer, à un centimètre près, l'apothème et la hauteur du 
cône, puis son volume à moins d'un centimètre cube. 

\. Si l'on fait tourner successivement un triangle rectangle 
autour de chaque côté de son angle droit, les volumes des deux 
cônes qu'il engendre sont inversement proportionnels à leurs' 
hauteurs. 

5. Si l'on considère un tonneau comme la somme de deux 
troncs de cône égaux, réunis par leur grande base, quelle est, 
à un centilitre près, la capacité d'un tonneau qui a 4 ro , 32 de 
longueur, et dont les diamètres de la bonde et du fond sont 
égaux respectivement à 0™,88 et 0 m ,64 ? 

L'hypothèse précédente donne : 

iirH(R* + Rr + r 5 ) 

pour la mesure du tonneau, H étant sa longueur, R le rayon 
* de la bonde et r le rayon du fond. Le volume ainsi calculé est 
trop petit ; en remplaçant le produit Rr par R*, on obtient la 
formule : 

l7rH(2R* + f), 

proposée par Oughlred et employée en Angleterre pour le 
jaugeage des tonneaux. 

6. Le côté c d'un triangle équilatéral étant donné, calculer 
la surface totale et le volume du cône engendré par la rotation 
de ce triangle autour de sa hauteur. — Déterminer, à un cen- 
timètre près : i° la valeur de c pour laquelle la surface totale 
du cône égale un mètre carré ; 2° celle pour laquelle le volume 
est d'un mètre cube. — (On dit qu'un cône est équilatéral 
lorsque la section faite par un plan passant par l'axe est un 
triangle équilatéral.) 



SEIZIÈME LEÇON. 

Programme : Cylindre droit à base circulaire.— Mesure de la surface latérale 
et du volume.— Extension aux cylindres droits a base quelconque. 



DÉFINITIONS. 



! . On appelle cylindre droit à base circulaire le corps 

gendré par la rotation d'un rectangle ACDK sur 





L l'un de ses côtés, par exemple CD. 

Les côtés CA, DK, perpendiculaires à l'axe CD, 
décrivent des cercles égaux et parallèles qui sont 
les bases du cylindre. Ce corps a pour hauteur la 
droite CD qui mesure la distance de ses bases. La 
surface de révolution engendrée par le côté AK, 
parallèle à Taxe, se nomme surface convexe du cylindre. 

2. Par analogie, on appelle surface cylindrique la surface 

engendrée par une ligne droite AA', assu- 
jettie à se mouvoir parallèlement à une 
droite fixe MN, en s'appuyant sur une di- 
rectrice courbe ABC. 

Si cette directrice est une ligne fermée, 
et qu'on coupe la surface cylindrique par 
deux plans parallèles ABC, A'B'C, rencon- 
trant la droite MN, le corps compris entre 
ces plans et la surface cylindrique a reçu le nom de cylindre. 
Le cylindre a pour bases ses deux faces planes ABC, A'B'C', et 
pour hauteur la distance des plans de ses bases. 

3. Deux cylindres droits à base circulaire sont semblables 
si leurs hauteurs sont proportionnelles aux rayons de leurs 
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bases, c'est-à-dire s'ils sont engendrés par des rectangles sem- 
blables. 

à. Un prisme est inscrit dans un cylindre, lorsque ses bases 
sont inscrites dans les bases correspondantes du cylindre. — 
On dit réciproquement que le cylindre est circonscrit au 
prisme. 

THÉORÈME I. 

La surface latérale d'un prisme droit a pour mesure le pro- 
duit de sa hauteur par le périmètre de sa base. 

V o- Soit le prisme droit qui a pour bases les poly- 
pe gones égaux ABCDE, A'B'C'D'E' ; sa surface la- 
térale est la somme des rectangles AB', BC', 
CD 7 ,... qui ont la même hauteur AA' que le 
prisme, et dont les bases sont les côtés AB, BC, 
CD,.... de la base ABCDE de ce polyèdre. Or, 
Taire de chacun de ces rectangles est égale au 
produit de sa base par sa bauleur (P., 30, III) ; donc la surface 

latérale du prisme a pour mesure : 

(AB + BC + CD+...)XAA', 

c'est â-dire le produit du périmètre AB + BC + CD -f .. . de sa 
base par sa hauteur AA'. 

Remarque.— Si Ton inscrit dans un cylindre droit ABC'D' à 

base circulaire un prisme régulier quel- 
conque, par exemple le prisme à base 
carrée ABCDA'B'C'D', et qu'ensuite on 
double indéfiniment le nombre des côtés 
de sa base , la surface totale de ce prisme 
augmente, tout en restant moindre que 
celle du cylindre circonscrit dont elle 
s'approche sans cesse. Il en est de même 
du volume du prisme, qui diffère de 
moins en moins de celui du cvlindre. 
Aussi je considérerai la surface convexe d'un cylindre droit à 
base circulaire et son volume comme les limites vers lesquelles 
tendent respectivement la surface latérale et le volume dun 
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prisme inscrit dont le nombre des côtés de la base croit indéfini- 
ment, et je regarderai comme acquise au cylindre toute propriété 
démontrée pour le prisme indépendamment du nombre et de la 
grandeur des côtés de sa base. 

THÉORÈME II. 

La surface convexe d'un cylindre droit à base circulaire a 
pour mesure le produit de sa hauteur par la circonférence de 
sa base. 

J'inscris dans le cylindre droit ABC'D' à base 
circulaire un prisme régulier quelconque, par 
exemple le prisme à base carrée ABCDA'B'C'D', 
puis les prismes réguliers dont les bases ont 
8, i6,.... côtés. Les surfaces latérales de ces 
prismes vont en croissant, et ont pour li- 
\J mite commune la surface convexe du cylindre 
C ABC'D / qui leur est circonscrit (1, «Rem.). Or, 
chacune d'elles a pour mesure le produit de 
sa hauteur par le périmètre de sa base, quels que soient le 
nombre et la grandeur des faces qui la composent; donc la 
surface convexe du cylindre ABC'D' a aussi pour mesure le 
produit de sa hauteur AA' par la circonférence de sa base ABC. 

Remarque. — Soient H la hauteur de ce cylindre et R le 
rayon de sa base, la mesure de sa surface convexe est égale à 

2*RxH. 

Pour avoir l'expression de la surface totale de ce cylindre, 
il faut ajouter à 2ttR x H la mesure 2irR* de ses deux bases 
(P., 34, H), et l'on trouve: 

27tR(H-f-R). 




THÉORÈME III. 

* 

Le volume d'un cylindre droit à base circulaire est égal au 
produit de sa base par sa hauteur. 
J'inscris dans le cylindre droit ABC'D' à base circulaire 
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un prisme régulier quelconque, par exemple le prisme à 
base carrée ABCDA'B' O D', puis les prismes 
réguliers dont les bases ont 8, 16,.... côtés. Les 
Tolumes de ces prismes vont en croissant, et 
ont pour limite commune le \olume du cy- 
lindre ÀBC'D' qui leur est circonscrit (1, Rem.). 
Or, chacun d'eux a pour mesure le produit de 
sa hauteur par sa base, quels que soient le nom- 
r ° bre et la grandeur de ses faces latérales; donc 
le volume du cylindre est aussi égal au produit 
de sa hauteur par le cercle qui lui sert de base. 

Remarque. — Soient R le rayon de la base d'un cylindre et 
R sa hauteur ; le volume de ce corps est égal à irR* x H. 

Corollaire I. — Un cône droit à base circulaire est le tiers 
d'un cylindre droit de même base et de même hauteur (U, V). 

Corollairb II. — Un tronc de cône droit à bases parallèlesest 
équivalent à la somme d % un cylindre et d'un cône droits, à bases 
circulaires, qui ont la même hauteur que le tronc, et dont les 
bases ont respectivement pour rayons la demi-somme et la 
différence des rayons des bases du tronc. ' 

Si R et r sont les rayons des bases du cône tronqué, et que H 
soit sa hauteur, on sait que son volume V est égal à (14, VI, c): 

?U H (R* + Rr + r»). 

Or, en vertu de l'identité facile à vérifier 

». + Ilr + , = 3(£±I)' + («=!)', 

on peut mettre l'expression de V sous la forme suivante : 

On voit alors que V est égal à la somme des volumes d'un 

cylindre et d'un cône droits, à bases circulaires, qui ont la 

même hauteur H que le cône tronqué, et dont les rayons des 

R — f- r R il f 
bases sont égaux respectivement à — = — et 



3 
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Lorsque la différence des rayons R el r sera assez petite 

1 /R — r\* 

pour que le volume - ic ( — —\ X H du cône soit négligeable 

relativement au volume « ( — ^— ) X H du cylindre, on cal- 
culera de préférence le volume du cône tronqué parla formule 
approximative. 

v=.(«±ryxH. 

On fait une application continuelle de cette formule pour le 

cubage des troncs d'arbre qui ne sont pas équarris. En effet, 

on considère un tronc d'arbre non équarri comme équivalent 

à un cylindre droit de même hauteur, qui aurait pour base la 

section faite parallèlement aux bases du tronc par le milieu 

de sa longueur. 

La même formule a été employée au jaugeage des tonneaux. 

Dans cette hypothèse H désigne la longueur du tonneau, R le 

rayon de la bonde et r celui du fond. Le volume ainsi calculé 

est beaucoup trop petit ; on se sert maintenant en France d'un 

autre mode de jaugeage proposé par Dez, ancien professeur à 

TÉcole militaire. Il consiste à considérer un tonneau comme 

équivalent [a un cylindre ayant pour hauteur la longueur du 

tonneau, et pour rayon de sa base l'excès du rayon de la bonde 
3 

sur les - de la différence des rayons de la bonde et du fond. 
On a par conséquent : 

THÉORÈME IV. 

1° La surface convexe d'un cylindre droit dont la base n'est 
pas circulaire a pour mesure le produit du périmètre de sa base 
par sa hauteur. 

2° Le volume de ce cylindre est égal au produit de sa hauteur 
par sa base. 

Les démonstrations des deux parties de ce théorème sont 
identiques à celles des théorèmes II et III; mais les bases des 
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prismes inscrits dans le cylindre ne sont plus des polygones 
réguliers. 

PROBLÈMES. 

1. Si deux cylindres droits à bases circulaires sont sembla- 
bles, leurs surfaces convexes sont proportionnelles aux carrés 
des rayons de leurs bases, et leurs volumes proportionnels aux 
cubes des mêmes rayons. 

2. Calculer, à un millimètre près, les dimensions du litre 
qu'on emploie pour les liquides, en sachant qu'il a la forme 
d'un cylindre droit à bases circulaires, et que sa hauteur est le 
double du diamètre de sa base. 

3. Calculer, à un millimètre près, les dimensions du litre, 
du décalitre et de l'hectolitre qu'on emploie pour les matières 
sèches, en sachant qu'ils ont la forme de cylindres droits à 
bases circulaires, et que la hauteur de chacun d'eux est égale au 
diamètre de sa base. 

4. Inscrire dans un cône droit à base circulaire un cylindre 
droit dont la surface convexe soit égale à un cercle donné. — 
Maximum de cette surface. 

5. La hauteur d'un cône droit à base circulaire est égale à 
7 m ,20 et le rayon de sa base égal à 4 m ,80. Calculer, à un déci- 
mètre cube près, le tronc de cône que Ton obtient en coupant 
le cône proposé par. un plan parallèle à sa base, à la distance 
d'un centimètre de cette base. 

6. Laquelle des deux formules, proposées par Oughtred et 
par Dez pour le jaugeage des tonneaux, donne le plus grand 
volume? 

7. Calculer le rayon intérieur d'un tube de verre parfaite- 
ment cylindrique, en sachant que ce tube pèse 90 grammes 
lorsqu'il est vide, et 450 grammes lorsqu'on y introduit une 
colonne de mercure ayant 9 centimètres de longueur. (La den- 
sité du mercure est égale à 13,568.) 

8. Mener un plan parallèle à la base d'un cylindre droit et 
circulaire, de manière qu'il divise sa surface convexe en deux 
parties telles que la base du cylindre soit moyenne proportion- 
nelle entre elles. 
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9. Déterminer les dimensions d'un cylindre droit à bases 
circulaires, en sachant que sa hauteur est égale à la moitié du 
rayon de sa base et que sa surface totale est équivalente à un 
cercle donné. 

10. La surface totale d'un cylindre droit à bases circulaires 
est égale au cercle dont le rayon a deux mètres de longueur; sa 
hauteur est d'un mètre. Calculer son volume à un centimètre 
cube près. 

11. Pour retirer l'eau d'un puits, on se sert d'une pompe 
dont le tube a un diamètre intérieur égal à d. La course du 
piston est égale à h; D est le diamètre du puits et II la profon- 
deur de l'eau. Quel 3era le nombre des coups de piston néces- 
saires pour retirer l'eau du puits? 

On supposera dans la formule d égal à 0 m ,12, h égal à 0 m ,35, 
D égal à l m ,05, et H égale à 2 m ,88. 

12. Diviser une ligne droite donnée en deux parties telles 
qu'en prenant l'une pour la hauteur et l'autre pour le rayon 
de la base d'un cylindre droit et circulaire, la surface convexe 
de ce corps soit égale à un cercle donné. — Quel est le plus 
grand des deux cylindres qui répondent à la question? 
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DIX-SEPTIÈME ET DIX-HUITIÈME LEÇON. 



Programme : Sphère. — Sections planes, grands cercles, petits cercles. — 
Pôles d'un cercle. — Étant donnée une sphère, trouver son rayon. — 
Plan tangent. 



DÉFINITIONS. 

1. On appelle sphère le corps engendré par la rotation du 
demi-cercle AMB sur son diamètre AB. 

Il résulte de cette déûnition que la sphère 
est terminée par une surface de révolution 
dont tons les points sont également éloignés 
du centre C de la génératrice AMB ; aussi on 
donne au point G le nom de centre de la sphère. 

On nomme rayon toute droite menée du 
centre d'une sphère à un point quelconque de 
sa surface. — Tous les rayons sont égaux. 
Les droiles qui passent par le centre d'une sphère et se ter- 
minent aux points où elles rencontrent sa surface s'appellent 
diamètres. — Tous les diamètres sont égaux, car chacun d'eux 
est le double d'un rayon. 

2. Un plan est tangent à une sphère s'il n'a qu'un point 
commun avec elle; ce point est appelé point de contact. 

3. Deux sphères sont tangentes en un point lorsqu'elles ont 
le même plan tangent en ce point. 

4. Lorsque deux plans parallèles coupent une sphère, on 
appelle zone la portion de la surface de la sphère comprise 
enlre ces plans. — La zone a pour hauteur la distance des deux 
plans parallèles, et pour bases les deux sections que ces plans 
font dans la sphère. 

am. 18 
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Une zone n'a qu'une base si l'un des deux plans parallèles 
qui la déterminent est tangent à la sphère. Alors on l'appelle 
aussi calotte sphérique. 

THÉORÈME I. 

• ■ 

Toute section faite dans une sphère par un plan est un cercle. 
Je suppose d'abord que le plan donné passe par le centre 0 
delà sphère OA; il rencontre alors sa surface en des points 
également éloignés du point 0. Donc la section est un cercle 

qui a le même centre et le même rayon que 
la sphère. 

? Si le plan ne passe pas par le centre 0, et 
j qu'il coupe la surface de la sphère suivant 
j la courbe ABD, j'abaisse du point 0 la per- 
pendiculaire OC sur le plan de celte courbe. 
Les rayons OA, OB, etc., de la sphère, menés 
aux différents points A, B, etc., du contour de la section, sont 
obliques au plan ABD et égaux entre eux; ils s'écartent donc 
également de la perpendiculaire OC (i , VI), et la courbe ABD, 
qui a tous ses points également distants du point C, est une 
circonférence de cercle dont le rayon CA est moindre que le 
rayon OA de la sphère . 

Remarque. — Les cercles qui ont le même centre et, par 
suite, le même rayon que la sphère se nomment grands 
cercles. — Tous les grands cercles sont égaux. — Deux grands 
cercles se coupent suivant un diamètre de la sphère, puisqu'ils 
passent l'un et l'autre par son centre. 

Tout cercle qui ne passe pas par le centre de la sphère se 
nomme petit cercle, parce que son rayon est moindre que celui 
de la sphère. — Le centre C d'un petit cercle CA et le centre 0 
de la sphère se trouvent sur une droite perpendiculaire au 
plan du cercle. 

On appelle pôles d'un cercle ABD les extrémités P et F du 
diamètre de la sphère, perpendiculaire à ce cercle. Cette déno- 
mination provient de ce que le diamètre PP' peut être consi- 
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déré comme Taxe de la surface de révolution qui termine la 
sphère. — Deux cercles parallèles ont les mêmes pôles (3, VII). 

Corollaire I. — On peut tracer une circonférence de grand 
cercle par deux points de la surface d'une sphère. 

Car, si l'on mène un plan par le centre de la sphère et les 
deux points donnés, ce plan coupe la surface de la sphère sui- 
vant la circonférence d'un grand cercle. 

Lorsque le centre et les deux points de la sphère ne sont pas 
en ligne droite, ils ne déterminent qu'un plan (i, I), et l'on ne 
peut tracer alors qu'une circonférence de grand cercle par les 
deux point donnés. Dans l'hypothèse contraire, les deux points 
donnés sont les extrémités d'un même diamètre par lequel on 
peut mener une infinité de grands cercles. 

Corollaire II. — Tout grand cercle ABD divise la sphère CA 
et sa surface en deux parties égales. 

En effet, si Ton pose les zones ABDEM, 
ABDEN, sur un même plan, et qu'on fasse 
coïncider ensuite leurs bases qui sont égales 
au cercle CA, ces zones coïncideront aussi, 
puisque tous leurs points sont également 
ar éloignés du point C, centre commun à la 

sphère et à leurs bases. 

Corollaire HL — Deux grands cercles se divisent mutuelle- 
ment en deux parties égales. 

Car la droite suivant laquelle ils se coupent passe par le 
centre de la sphère, c'est-à-dire par le centre de chacun des 
deux cercles. 

THÉORÈME IL 

1° Deux petits cercles égaux sont également éloignés du centre 
de la sphère; 

2* De deux petits cercles inégaux le plus grand est le plus 
rapproché du centre de la sphère. 
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„ Le plan mené par le centre C de la sphère 

/^C \ CA et par les centres F, G, de deux petits 
f Xg\m cercles FA, GD, coupe la sphère suivant le 
\ ^_L_^7 E grand cercle ABED, et les deux petits cercles 

suivant leurs diamètres AB, DE, qui sont des 
cordes de ce grand cercle. Par conséquent, 
4o les distances CF, CG, sont égales, si le diamètre AB est égal 
au diamètre DE (P., 13, 1), c'est-à-dire si les deux petits cercles 
sont égaux; 2° la distance CG est moindre que CF, si le dia- 
mètre DE est plus grand que le diamètre AB (P., 13, 1), c'est-à- 
dire si le cercle GD est plus grand que le cercle FA. 

Remarque.— Les réciproques des deux parties de'ce théorème 
sont évidentes. 

THÉORÈME III. 

Tous les points de la circonférence ABC d'un cercle de la 
sphère sont également éloignés de chacun des deux pôles P, P', 
de ce cercle. 

En effet, le pied I de la perpendiculaire 
abaissée du pôle P sur le plan ABC élant le 
centre de la circonférence IA (I), lesdroites PA, 
PB, PC, etc., menées du pôle aux différents 
points A, B, C, etc., de cette courbe sont 
égales, parce qu'elles s'écartent également de 
la perpendiculaire PI ( I „ VI) ; les points de la circonférence 
ABC sont donc à la même distance du pôle P. Je prouverais de 
même qu'ils sont également éloignés de l'autre pôle P'. 

Il résulte aussi de cette démonstration que les arcs de grands 
cercles PA, PB, PC, etc, menés du pôle P à la circonférence 
ABC sont égaux, puisque leurs cordes sont égales. 

Remarque. —Cette propriété du pôle d'un cercle de la sphère 
est analogue à celle du centre de ce cercle; aussi, en se ser- 
vant d'un compas à branches courbes, on décrit les arcs de 
cercle sur la sphère avec la même facilité que sur un plan. 
On prend la distance des pointes du compas égale à celle du 
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pôle à l'un des points de la circonférence qu'on veut décrire; 
on place ensuite Tune des pointes du compas au pôle donné, 
et Ton trace la circonférence ayec Pautre pointe. 

J'appellerai dislance polaire d'un cercle de la sphère la dis- 
tance du pôle de ce cercle à l'un des points de sa circonférence; 
et, des deux pôles d'un petit cercle, je ne considérerai désor- 
mais que celui qui est situé sur le même hémisphère que ce 
cercle. 

Corollaire L— Le centre d'une sphère, le pôle et le centre 
d'un cercle quelconque tracé sur cette sphère sont sur une même 
ligne droite perpendiculaire au plan du cercle. 

Ce théorème peut être décomposé en six autres, analogues à 
ceux qui sont énoncés dans le premier corollaire de la 42 e leçon 
des Figures planes. 

Corollaire 11. — La distance polaire d'un 
grand cercle est égale à la corde du quadrans. 
Soit P l'un des pôles du grand cercle ABC 
je de la sphère OA; l'angle droit PO A dont le 
sommet est situé au centre de la circonfé- 
rence du grand cercle PAP' intercepte un 
arc PA égal au quart de cette circonférence. 
Or, la corde de cet arc est la distance polaire du grand cercle 
ABC; donc, etc. 

Corollaire III. — On peut obtenir le pôle d'un grand cercle 
ABC de la sphère OA, 1° en prenant deux points quelconques 
A,B, sur la circonférence ABC, et décrivant de ces points comme 
pôles, deux arcs de grands cercles dont l'intersection sera le 
point P; 2° en traçant un grand cercle APC perpendiculaire au 
cercle ABC, et prenant, à partir du point A, un arc AP égal au 
quart de la circonférence APC. 

En effet, 1° les angles POA, POB, étant 
droits d'après la construction, la droite PO 
est perpendiculaire aux deux rayons OA, OB, 
|c et, par suite, au plan OAB (I, III); donc le 
point P est le pôle du cercle ABC. 

2° Les deux plans APC, ABC sont perpen- 
diculaires par hypothèse. Or, la droite OP, 
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située dans le premier de ces plans, est perpendiculaire à leur 
intersection AC (6, II) ; donc elle est perpendiculaire au se- 
cond, et le point P est le pôle du cercle ABC. 

Corollaire IV. — Deux grands cercles sont perpendiculaires 
lorsque le pôle de l'un est sur la circonférence de l'autre. 

Car le second passe par le diamètre de la sphère perpendicu- 
laire au premier (6, 1). 

THÉORÈME IV. 

Le plan perpendiculaire à l'extrémité d'un rayon de la sphère 
est tangent à celte sphère. 

Réciproquement, tout plan tangent à une sphère est perpen- 
diculaire au rayon du point de contact. 
1° Je mène par l'extrémité A du rayon OA de la sphère 0 le 

c plan BAC perpendiculaire à cette droite, 
et je dis qu'il est tangent à la sphère. 

En effet, la distance OD du centre 0 à 
un point quelconque D du plan BAC, 
autre que le point A, est plus grande que 
le rayon OA perpendiculaire à ce plan 
(1,Y1); donc le point D est extérieur à la sphère, et le plan BAC 
n'a par suite que le point A commun avec la surface de la 
sphère, c'est-à-dire qu'il est tangent à cette surface. 

Réciproquement, si le plan BAC touche la sphère OA au 
point A, il est perpendiculaire au rayon OA. 

Car tout point D du plan BAC, autre que le point A, étant 
par hypothèse extérieur à la surface de la sphère, le rayon OA 
est la ligne la plus courte qu'on puisse mener du centre 0 au 
plan BAC; il est donc perpendiculaire à ce plan (1, VI). 

Corollaire I.— Par un point de la surface d'une sphère, on 
ne peut mener qu'un plan langent à cette surface (1 , IV). 

Corollaire H. — Le point de contact de deux sphères tangen- 
tes est situé sur la droite qui joint leurs centres. 
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Car la perpendiculaire au plan tangent, menée par le point 
de contact, passe par chacun des centres. 

PROBLÈME I. 

Étant donnée une sphère, trouver son rayon. 
Je prends deux points quelconques M et N sur la sphère 
donnée. Du point M comme pôle, je décris un 
arc de cercle avec une distance polaire arbi- 
traire; je trace ensuite, avec la même distance 
polaire et du point N comme pôle, un second 
arc de cercle qui coupe le premier en un point 
A également éloigné de M et N. Je détermine de même deux 
autres points B, C, également éloignés des points M et N. Le 
centre de la sphère et les points A, B, C, sont compris dans 
un même plan perpendiculaire au milieu de la droite MN, 
puisque chacun d'eux est à la même distance des extrémités M 
et N de cette droite (1, VIII); par conséquent, la section que ce 
plan fait dans la sphère est un grand cercle. 

Je prends ensuite, avec un compas, les longueurs des cordes 
AB, BC, AC, et je construis un triangle avec ces trois droites. 
Le rayon du cercle circonscrit à ce triangle est égal au rayon 
de la sphère. 

PROBLÈME II. 

Tracer une circonférence de grand cercle par deux points 
A et B de la surface d'une sphère. 

Des points A et B comme pôles, je décris 
deux arcs de grands cercles; ces arcs se ren- 
contrent au point P, l'un des deux pôles du 
grand cercle qui passe par les points A et B 
(III, c. 3). Je trace ensuite du point P comme 
pôle la circonférence du grand cercle AB. 

Corollaire.— Si les points donnés A et B sont les extrémités 
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d'un diamètre de la sphère , le problème 
proposé a une infinité de solutions; car les 
arcs de grands cercles décrits des points A 
et B comme pôles coïncident, et tout point de 
la circonférence de grand cercle CDE dont 
ces arcs font partie est le pôle d'un grand 
cercle passant par les deux points A et B. 

problème m. 

Par un point A de la surface d'une sphère, mener un arc de 
s~ — \ grand cercle perpendiculaire à une circonfé- 
rence de grand cercle donnée CBD. 

°n1 si* ^ u P oml ^ comme pôle, je trace un arc 

mb ^iy de grand cercle jusqu'à la rencontre de la 
^ — <S circonférence CBD, et je décris de leur point 
d'intersection P comme pôle l'arc de grand cercle AB. Cet arc 
est perpendiculaire à la circonférence donnée CBD, puisque 
son pôle P se trouve sur cette circonférence (IV). 

PROBLÈME IV. 

Diviser un arc de grand cercle en deux parties égales. 
Je détermine sur la sphère deux points C et D qui soient 
également éloignés des extrémités de l'arc donné AB, et je 

joins ces deux points par un arc de grand 
cercle (Prob. II). Le plan de cet arc est 
perpendiculaire au milieu de la corde AB 
(1, VIII); il divise donc l'arc en deux parties 
égales. 

Corollaire.— L'arc CD divise aussi en deux parties égales 
chacun des arcs de petits cercles qu'on peut mener par les 
deux points A et B; car tous ces arcs ont pour corde la 
droite AB. 

Remarque. — La construction précédente sert aussi à tracer 
un arc de grand cercle DC perpendiculaire au milieu d'un arc 





Digitized by 



FIGURES DANS L'ESPACE. — XVIIe ET XVIII« LEÇON. 277 

de cercle quelconque qui joint deux points donnés A et B 
(Théor. IV). 

PROBLÈME V. 

Tracer le petit cercle déterminé par trois points A, B, C, de la 
surface d'une sphère. 
Je trace les arcs de grands cercles DE, FG, respectivement 
perpendiculaires aux milieux des arcs AB, BG 
(Prob. lV,Rem.).Ces arcs se rencontrent en un 
point P également distant des trois points A, B 
et C. Je décris ensuite du point P comme pôle, 
avec la distance polaire PA, une circonférence 
de cercle qui passe par les trois points donnés. 

Corollaire.— Cette construction sert à trouver le pôle d'un 
petit cercle donné. 

REMARQUE SUR LES POSITIONS RELATIVES DE DEUX SPHÈRES. 

Deux sphères, comme deux cercles, peuvent avoir Tune par 
rapport à l'autre cinq positions différentes, auxquelles corres- 
pondent les cinq théorèmes suivants : 

1° Si deux sphères qui n'ont aucun point commun sont exté- 
rieures l'une à Vautre, la distance de leurs centres est plus 
grande que la somme de leurs rayons. 

2° Si deux sphères se touchent extérieurement, la distance de 
leurs centres est égale à la somme de leurs rayons. 

3o Lorsque deux sphères se coupent, 4 8 la distance de leurs 
centres est moindre que la somme de leurs rayons et plus grande 
que la différence des mêmes rayons; 2° la ligne d'intersec- 
tion de leurs surfaces est une circonférence située dans un 
plan perpendiculaire à la droite qui joint les centres de ces 
sphères. 

4» Lorsque deux sphères se touchent intérieurement, la dis- 
tance de leurs centres est égale à la différence de leurs rayons. 

5° Si deux sphères qui n'ont aucun point commun sont inté- 
rieures Vune à Vautre, la distance de leurs centres est moindre 
que la différence de leurs rayons. 
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La démonstration directe de ces théorèmes est identique à 

celle que j'ai donnée pour les théorèmes correspondants du 
cercle (P., 14). Je ferai remarquer néanmoins que ces théorèmes 
sont évidents, si l'on considère les deux sphères comme engen- 
drées par deux cercles situés dans le même plan, et tournant 
autour de la droite qui passe par leurs centres. 

Pour démontrer le second cas du troisième théorème, je 
prends deux sphères qui se coupent, puis je mène un plan par 

leurs centres A, B, et par un point quelconque 
C de leur intersection, ce plan détermine deux 
grands cercles AM, BN, dont les circonférences 
se rencontrent au point C. Cela posé, si je fais 
tourner le plan ABC sur la droite AB comme 
axe, chacune des circonférences AM, BN, en- 
gendre la surface sphérique qui lui corres- 
pond, et le point C décrit un parallèle commun à ces deux sur- 
faces de révolution ; par conséquent, les sphères AM, BN, se 
coupent suivant ce parallèle. 

Les réciproques des cinq théorèmes précédents sont évi- 
dentes. 

PROBLÈMES. 

* 

1 . Quel est le lieu géométrique des centres des sections faites 
dans une sphère par des plans passant : 1° par unedroite donnée ; 
2° par un point donné? 

2. La somme des aires des cercles, suivant lesquels les trois 
faces d'un angle trièdre trireclangle coupent une sphère, est 
constante pour une position donnée du sommet de cet angle 
trièdre. 

La somme des carrés des distances du sommet de l'angle 
trièdre aux six points où les trois arêtes de cet angle rencon- 
trent la surface de la sphère est aussi constante. 

3. Quel est le lieu géométrique des points de l'espace, tels que 
le rapport des distances de chacun d'entre eux à deux points 
fixes, soit constant? 

4. Quel est le lieu géométrique des points de l'espace égale- 
ment éclairés par deux lumières d'inégale intensité! 
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5. Les tangentes menées à une sphère par un point extérieur 
sont égales.— Le lieu géométrique de ces tangentes est une 
surface conique de révolution, et celui des points de contact est 
une circonférence située dans un plan perpendiculaire à la 
droite qui joint le centre de la sphère au point donné. 

6. Trouver un point tel qu'on voit de ce point trois sphères 
données sous le même angle. 

7. Quel est le lieu géométrique des centres des sphères qui 
coupent deux sphères données suivant des grands cercles? 

8. Quel est le lieu géométrique des centres des sphères qui 
coupent trois sphères données suivant des grands cercles? 

9. Mener par une droite donnée un plan tangent à une 
sphère. 

du. Les plans qui touchent deux sphères extérieurement 
rencontrent au même point la droite menée par leurs centres. 
—Il en est de même des plans qui touchent deux sphères inté- 
rieurement. 

44. Mener par un point donné un plan tangent à deux 
sphères. 

42. Mener un plan tangent à Irois sphères. 

43. Mener par une droite un plan qui coupe deux sphères, 
de manière que les rayons des sections soient proportionnels à 
ceux des sphères. 

14. Mener par un point un plan qui coupe trois sphères de 
manière que les rayons des sections soient proportionnels à 
ceux des sphères. 



DIX-NEUVIÈME LEÇON. 

Programme : Mesure de la surface engendrée par une ligne brisée régulière,, 
tournant autour d'un axe mené dans son plan et par son centre. — Aire 
de la zone, de la sphère entière. 



DÉFINITIONS. 

1. On appelle ligne brisée régulière une ligne brisée, plane 
et convexe, dont les côtés sont égaux et les angles égaux. 

Toute ligne brisée régulière peut être inscrite dans le cercle 
et lui être circonscrite , comme le périmètre d'un polygone 
régulier dont elle diffère en ce que son angle au centre n'est 
pas généralement une partie aiiquote de quatre angles droits 
(P., 27, I). 

Une ligne brisée régulière a un centre, un rayon et un apo- 
thème qui sont le centré et les rayons des cercles circonscrit et 
inscrit. On donne aussi le nom de diamètre à toute droite menée 
par son centre. 

Pour inscrire une ligne brisée régulière dans un arc de cer- 
cle, il suffît évidemment de diviser cet arc en un nombre 
quelconque de parties égales, et de tracer les cordes des arcs 
consécutifs (P., 27, II). 

2. La portion de plan comprise entre une ligne brisée régu- 
lière et les deux rayons extrêmes de cette ligne se nomme 
secteur polygonal régulier. 
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THÉORÈME I, 

Si Von fait tourner sur une droite indéfinie xy, comme axe, 
une droite limitée AB qui soit dans le même plan avec l'axe et 
d'un même côté de cette ligne, la surface de révolution quelle 
engendre a pour mesure le produit de la génératrice AB par la 
circonférence que décrit le milieu M de cette droite. 

La droite AB peut avoir trois positions 
différentes par rapport à Taxe xy. 
1° Je suppose AB parallèle à xy, et 
y j'abaisse des points A, B, M, les perpendi- 
culaires AC, BD, MO, sur Taxe. Dans sa révolution autour de xy, 
le rectangle ABCD engendre un cylindre droit à base circulaire 
dont la ligne AB décrit la surface convexe; on a donc (16, II) : 

surf. AB=AB x cir. OM. 
2° Si la droite AB n'a aucun point commun avec l'axe, sans 
B lui être parallèle, j'abaisse encore les per- 
— | pendiculaires AC, BD, MO, sur xy. Le tra- 

I 1 | pèze ABCD, en tournant autour de xy, en- 





a: c 0 D y gendre un tronc de cône droit, à bases 
parallèles, dont la ligne AB décrit la surface convexe; dès lors 
on a aussi (14, IV, c.) : 

surf. AB= AB x cir. OM. 
3° Lorsque Tune des extrémités de AB, par exemple A, est 

située sur l'axe xy, la perpendiculaire BD 
détermine un triangle rectangle AB qui 
engendre un cône droit en tournant autour 
de xy. La ligne AB décrit la surface con- 
vexe de ce cône ; par conséquent on a encore (14, III, c.) : 

surf. AB = AB x cir. OM. 

THÉORÈME II. 

La surface engendrée par une ligne brisée régulière BCDE, 
tournant autour d'un diamètre xy qui ne la coupe pas, a pour 
mesure le produit de la circonférence inscrite dans la ligne bri- 
sée par la projection KP de cette ligne sur l'axe. 
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Soient 0 le centre et OG l'apothème de la ligne brisée régu- 
lière BCDE; cette ligue, en tournant autour de son diamètre 
xy, décrit une surface égale à la somme des surfaces engen- 
drées par ses côtés BC, CD, DE. 
Je mène par le milieu G du côté BC la droite GH perpendi- 
culaire à Taxe xy, et j'ai , d'après le 
théorème précédent : 

surf. BC=BCxctr. HG. 
Pour transformer cette mesure, je 
tire les droites BK, CL, perpendicu- 
laires à Taxe xy, et la droite BM parallèle au même axe. Les 
triangles rectangles BCM, GOH, sont semblables, parce qu'ils 
ont leurs côtés perpendiculaires chacun à chacun (P., 21, V); 
il en résulte que 

BC_OG_ ctr.OG 
BM HG ctr. HG * 

On a dès lors 

BC x cir. HG = BM x cir. OG, 

et, par suite, 

surf. BC =BM xct'r. OG, 
ou bien, à cause de l'égalité des droites BM et KL, 

surf. BC= KL xct'r. OG. 
Soient LN et NP les projections des côtés CD, DE, sur l'axe de 
rotation ; on démontrerait, par un raisonnement analogue au 
précédent, que 

surf. CD = LNxctr. OG, 
et surf. DE =NP xct'r. OG. 

En ajoutant les trois égalités précédentes, membre à membre, 
et remarquant que la somme surf. BC -j- surf. CD + surf. DE 
n'est autre que surf. BCDE, on trouve : 

surf. BCDE=(KL+LN+NP) xct'r. OG, 
ou surf. BCDE=KP xct'r. OG. 

Corollaire 1. — La surface engendrée par un demi-polygone 
régulier ABCEF d'un nombre pair de côtés, tournant autour de 
son diamètre AF, a pour mesure le produit de la circonférence 
inscrite dans ce polygone par le diamètre du cercle circonscrit. 
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Car la projection du demi-périmètre ABCEF sur Taxe est le 
diamètre AF du cercle circonscrit au polygone. 

Corollaire II. — L'égalité 

surf. BC=KLxctr. OG, 
précédemment démontrée, conduit à ce théorème : La surface 
décrite par une droite BC qui tourne autour d'un axe xy, situé 
dans le même plan, a pour mesure le produit de la projection KL 
de celte droite sur ? axe par la circonférence dont le rayon est 
égal à la perpendiculaire GO, élevée au milieu de la droite BC 
jusqu'à la rencontre de Vaxe. 

THÉORÈME III. 

Une zone a pour mesure le produit de sa hauteur par la 
circonférence d'un grand cercle. 
Je considère la zone engendrée par Tare de cercle BD tour- 
nant autour du diamètre AM; soit EFsa hauteur, 
que je détermine en abaissant des extrémités de 
Tare BDles perpendiculairesBE,DF, sur Taxe AM. 
J'inscris ensuite dans Tare BD la ligne brisée ré- 
gulière BCD, dont l'apothème est 01. La surface 
que décrit celte ligne en tournant autour de AM 
est évidemment moindre que la zone BD qui l'enveloppe de 
toutes parts, et leur différence diminue de plus en plus, si je 
double indéfiniment le nombre des côtésde la ligne inscrite dans 
l'arc BD ; la zone BD est donc la limite vers laquelle tend la sur- 
face décrite par la ligne brisée BCD, lorsque le nombre des côtés 
de cette ligne croît indéfiniment. Or, quel que soit ce nombre, 
la surface engendrée par la ligne brisée régulière BCD a pour 
mesure le produit de la projection EF de cette ligne sur l'axe 
par la circonférence inscrite 01 (lï); par conséquent, la zone 
a aussi pour mesure le produit de sa hauteur EF par la circon- 
férence du cercle OA, c'est-à-dire par la circonférence d'un 
grand cercle de la sphère dont la zone BC fait partie. 

Corollaire I— Soient H la hauteur de la zone et R le rayon 
de la sphère, on a : 

jKwe = 2*RxH. 
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Les points fixes F, F', sont les foyers de l'ellipse, et les lignes 

droites MF, MF', qui joignent un point 
quelconque H de cette courbe à ses 
foyers, sont les rayons vecteurs de ce 
point. — La distance FF' se nomme 
excentricité. 

Deux ellipses qui ont les mêmes 
foyers sont dites homofocales. 
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PROBLÈME I. 

Décrire par points, ou d'un mouvement continu, une ellipse 
dont les foyers et la somme des rayons vecteurs d'un point quel- 
conque sont donnés. 

1« Tracé par points. 

N Soient F, F', les foyers de l'ellipse 
qu'il s'agit de tracer, et MN une ligne 
droite égale à la somme des rayons vec- 
teurs d'un point quelconque de celte 
j a courbe. Je prends sur la ligne droite FF', 
/ de cbaque côté du milieu C de cette 
ligne, les longueurs CA,CA', égales à la 
moitié de MN; les distances FA, F'A' sont 
par suite égales entre elles, et les points A, A' appartiennent 
à l'ellipse; car chacune des sommes FA + F'A, FA'-f-F'A', est 
égale à AA' ou MN. Pour construire d'autres points de cette 
courbe, je divise la distance AA' en deux parties quelconques 
OA, OA', et je décris des points F, F', comme centres, avec les 
rayons OA, OA', deux arcs de cercles. Si ces arcs se coupent, 
leurs intersections D, D' appartiendront à l'ellipse, puisque la 
somme des rayons vecteurs de chacun de ces poinls est égale 
à OA-t-OA' ou MN. Afin d'éviter des essais inutiles, je vais dé- 
terminer entre quelles limites il faut prendre le point O pour 
que les cercles OA, OA' se coupent constamment. 

La somme AA' ou 2CA des rayons OA, OA' de ces cercles est, 
par hypothèse, plus grande que la distance FF', ou 2CF, de 
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leurs centres; il suffit donc que les rayons satisfassent à Tiné- 
u n galité suivante : 

1 1 OA'- OA < 2CF, 

pour qu'il y ait intersection (P.^ 14, IV). 
En remarquant qu'on a aussi 
OA / i-OA = 2CA, 
et ajoutant ces deux relations membre à 
membre, on trouve 

20A'<2CF'+2CA, 
c'est-à-dire OA'<AF'; 
on a, par suite : OA > AF. 

La droite AF est donc le minimum des rayons vecteurs de l'el- 
lipse, et la droite AF', leur maximum. Il en résulte que le point 
0 doit toujours être compris entre les deux foyers F, F'. 

Cela posé, je prends un second point 0' sur fti droite FF', et 
je décris des points F, F', comme centres, avec les rayons O'A, 
O'A', deux arcs de cercles qui font connaître par leurs inter- 
sections deux autres points de l'ellipse. Après avoir déterminé 
de cette manière un assez grand nombre de points de cette 
courbe, je les unis par un trait continu qui différera d'autant 
moins de l'ellipse que ces points seront plus nombreux et, par 
suite, plus rapprochés les uns des autres. 

Remarque— On peut abréger la construction précédente 
en déterminant quatre points de l'ellipse avec les mêmes 
rayons. 

En effet, après avoir tracé du point F comme centre avec le 
rayon OA et du point F comme centre avec le rayon OA'deux 
arcs de cercles qui se coupent aux points D et D', je décris du 
point F comme centre avec le rayon OA' et du point F' comme 
centre avec le rayon OA deux autres arcs de cercles, dont les 
intersections D" et D' v sont encore des points de l'ellipse. Le 
syslème des deux rayons OA, OA' sert donc à déterminer les 
quatre points D, D', D", D'" de cette courbe. 

Lorsqu'on applique ce mode de construction, il suffit de con- 
sidérer les positions du point 0 sur l'une des moitiés de FF 7 , 
par exemple CF; car si l'on prend sur la droite CF' une lon- 
gueur CO" égale à CO, les segments 0"A', C'A de la ligne AA', 
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sont égaux respectivement à OA et OA'. Les point 0" et 0, qui 
sont symétriques par rapport au milieu C de FF , donnent donc 
le même .système de rayons. 
2° Tracé d'un mouvement continu. 

On attache aux foyers F, F', les ex- 
trémités d'un fil FMF' flexible et inex- 
tensible, dont la longueur soit égale à 
A la somme des rayons vecteurs d'un 
point quelconque de l'ellipse. On tend 
d'abord ce fil d'un côté de la ligne 
droite FF 7 , par exemple au-dessus, en 
appliquant contre lui une pointe ou un crayon; puis on fait 
glisser la pointe sur le plan, de manière que le fil soit toujours 
tendu. L'arc de courbe ABA' que Ton trace ainsi est une por- 
tion d'ellipse, ;ar la somme des distances de chacun de ses 
poiuts aux deux foyers F, F', est constamment égale à la 
longueur du fil. Pour décrire l'autre portion AB A' de l'ellipse, 
on tend le fil de l'autre côté de la ligne droite FF', et l'on re- 
commence à faire glisser la pointe le long du fil. Il résulte 
évidemment de ce mode de construction que l'ellipse est une 
courbe fermée. 

On ne se sert de cette seconde méthode que pour tracer de 
grandes ellipses sur le terrain, sur des planches ou des feuilles 
de carlon. Maison préfère la première pour décrire de petites 
ellipses sur le papier, à cause de la ténuité du fil qu'il faut 
alors employer et de la difficulté d'en fixer les extrémités aux 
foyers. 

Remarque.— Sî, la longueur AA' du fil restant la même, 
les foyers F, F' se rapprochent jusqu'à se confondre, l'eHi| se 
devient une circonférence de cercle ayant le point 0 pour cen- 
tre et la droite A A' pour diamètre. Car la distance du point 0 
à la pointe avec laquelle on décrit l'ellipse est alors constante 
et égale à la moitié de la longueur du fil; on peut donc consi- 
dérer la circonférence d'un cercle comme une ellipse dont les 
deux foyers se confondent avec le centre. 




300 GÉOMÉTRIE. 



THÉORÈME I. 

L 'ellipse a deux axes de symétrie et un centre situé à Vinter- 
section de ses axes. 
En effet, soient D un point quelconque de l'ellipse, et D', 

D", D'", les trois points de cette courbe 
ayant les mêmes rayons vecteurs que 
le point D. Je dis : 1° que les points D et 
4 D' sont symétriques par rapport à la 
droite FF; 2° que les points D et IT 
sont symétriques par rapport à la droite 
BB' perpendiculaire au milieu de FF'; 
3° que D etD 7 sont symétriques par rapport au point d'inter- 
section C des. droites FF 7 et BB 7 . 

4° Les circonférences décrites des points F, F 7 , comme cen- 
tres avec les rayons OA, OA 7 , se coupent en deux points D, D', 
symétriquement placés par rapport à la droite FF 7 ; car cette 
droite est perpendiculaire au milieu de leur corde commune 
DD 7 (P., 14, 1). Donc les points de l'ellipse sont deux à deux 
symétriques par rapporté la droite FF', qui est par conséquent 
un axe de symétrie de cette courbe. 

2° Les triangles DFF', D"'FF 7 , ont par hypothèse les côtés 
égaux chacun à chacun; il en résulte que l'angle DFF 7 , opposé 
au côté DF 7 , égale l'angle D"T'F opposé au côté D"'F. Cela posé, 
je fais tourner la partie BAB 7 de l'ellipse autour de la droite 
BB 7 , et je la rabats sur l'autre partie BA'B 7 . Le point F vient 
s'appliquer sur le point F 7 , parce que les angles BCF, BCF 7 , 
sont droits, et que le point C est le milieu de la distance FF 7 . La 
droite FD prend ensuite la direction de F 7 D'", à cause de l'éga- 
lité des angles CFD, CF'D'". Or, ces lignes ont par hypothèse la 
môme longueur, donc leurs extrémités D et D"' coïncident; ce 
qui exige évidemment que les points D,D"', soient symétrique- 
ment placés par rapport à la droite BB 7 . Par conséquent, cette 
droite par rapport à laquelle les points de l'ellipse sont deux à 
deux symétriques est un axe de symétrie. 
3° Le quadrilatère DFD'F' qui a ses côtés opposés égaux par 
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hypothèse est un parallélogramme, et ses diagonales DD", FF', 
se divisent mutuellement en deux parties égales. J'en conclus 
que si Ton mène par l'intersection C des axes AA', BB' de l'el- 
lipse une corde quelconque DD", ce point la divise en deux 
parties égales; il est donc le centre de l'ellipse. 

Remarque L -On appelle sommets de l'ellipse les quatre 
points d'intersection A, A', B, B', de cette courbe avec ses deux 
axes de symélrie. 

La ligne droite BB' est moindre que AA'; en effet, la droite 
BC perpendiculaire sur AA' est moindre que l'oblique BF. 
Or, le point B étant également distant des deux foyers F et F', 
son rayon vecteur BF est égal à la moitié de AA'; donc on a 

BC<^- 

<?t, par suite, 2BC ou BB'<AA'. 

La ligne droite AA' s'appelle pour cette raison le grand axe 
de l'ellipse, et la ligne droite BB' le petit axe. On désigne ordi- 
nairement les longueurs AA', BB', FF, par 2a, 26, 2c; les trois 
quantités a, b, c, sont liées par la relation 

car elles représentent les côtés du triangle rectangle BCF. 

Remarque //.—Lorsque les longueurs 2a, 26, des deux axes 
d'une ellipse sont données, on peut construire cette courbe 
par points ou d'un mouvement continu. 

On prend sur deux lignes droites rectangulaires, à partir de 
leur intersection C, les longueurs CA,CA', égales à a, et les lon- 
gueurs CB, CB', égales à 6. Les lignes droites AA', BB', sonl les 
axes de l'ellipse cherchée. Pour en construire les foyers, on 
décrit de l'extrémité B du petit axe BB' avec un rayon égal à 
CA, moitié de AA', un arc de cercle qui coupe le grand axe AA' 
aux points F et F'. L'ellipse peut alors être construite d'après 
l'une des deux méthodes précédentes, car on connaît ses foyers 
et la somme 2a des rayons vecteurs d'un point quelconque de 
cette courbe. 

am. 20 
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THÉORÈME IL 

Si un point est extérieur ou intérieur à l'ellipse, la somme de 
ses dislances aux deux foyers est plus grande ou moindre que 
le grand axe. 

Soit d'abord un point N extérieur à l'ellipse ; je tire les lignes 

droites NF, NF', et le rayon vecteur 
du point M où la ligne droite NF' 
rencontre l'ellipse. La ligne brisée 
NF+NM est plus grande que la ligne 
droite MF; en augmentant chacune 
de ces lignes de la même longueur 
MF', je trouve 

NF+NP>MF+MF'. 
Or, le point M étant sur l'ellipse, la somme MF -f- MF' de ses 
rayons vecteurs égale le grand axe 2a ; donc la somme NF-f-NF' 
des distances du point N aux deux foyers est plus grande que 2a. 

Je suppose, en second lieu, le point N' intérieur à l'ellipse, 
et je tire les droites N'F, N'F'. Le prolongement de N'F' ren- 
contre la courbe au point M dont je tire le rayon vecteur MF. 
La ligne droite N'F est moindre que la ligne brisée MN'+MF; 
en augmentant chacune de ces lignes de la même longueur 
N'F', j'ai 

N'F+ N'F < MF'+ MF. 
Or, le point M étant sur l'ellipse, la somme MF'+ MF de ses 
rayons vecteurs égale le grand axe 2a; donc la somme N'F'+N'F 
des distances du point N' aux deux foyers est moindre que 2a. 

Corollaire. — Les réciproques des deux parties de ce théo- 
rème sont évidentes. Elles donnent le moyen de distinguer les 
points intérieurs à une ellipse de ceux qui sont extérieurs, 
lorsque cette courbe n'est pas tracée et qu elle est déterminée 
seulement par ses axes. 

THÉORÈME III. 

Une ligne droite ne peut rencontrer une ellipse en plus de 
deux points. 
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En effe^ je suppose qu'une ligne droite puisse avoir trois 

points communs M, M', M", avec une ellipse 
ayant pour foyers les deux points F et F 7 ; 
j'abaisse du foyer F la perpendiculaire 
FP sur la droite MM", et je la prolonge, 
au delà de son pied P, d'une longueur 
PG égale à FP. 

La droite MM* étant perpendiculaire au milieu de FG, les 
dislances MG, M'G, M"G, sont respectivement égaies aux dis- 
tances MF, M'F, M"F (P., G, III); par conséquent, les sommes 
MG + MF', M'G + M'F, M"G+MT ; , seraient égales chacune au 
grand axe de l'ellipse, et, dès lors,, égales entre elles. Ce qui 
est impossible; car, le point M 7 , qui se trouve sur la droite 
MM* entre les points M et M", est à l'intérieur de l'un des deux 
triangles MGF', M"GF; par suite, la somme M'G+M'F de ses 
distances aux extrémités du côté GF' est moindre que la somme 
des deux autres côtés du triangle (P., 3, II). Donc la droite MM» 
ne peut avoir plus de deux points communs avec l'ellipse FF'. 



.THÉORÈME IV. 

La tangente en un point de l'ellipse fait des angles égaux 
avec les rayons vecteurs de ce point. 
Soient F, F, les foyers d'une ellipse etTT'sa tangente au point 

M. Pour démontrer que les angles 
FMT, F'MT sont égaux, je mène 
une sécante par le point M et un 
point voisin M'; j'abaisse du foyer F 
sur cette droite la perpendiculaire 
FG, que je prolonge, au delà de son 
pied G, d'une longueur GH égale 
à GF, et je dis : 1° que la droite 
F'H rencontre la sécante MM' en un point N situé entre les 
points M et M'; 2° que les droites NF, NF, font avec MM' des 
angles égaux. 

En effet, les triangles FGN, HGN, qui ont un angle droit 
compris entre deux côtés égaux chacun à chacun, sont égaux, 
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et le côlé NF est égal au côté NH; je démontrerais de même 
que les droites MF et MH sont égales. Par conséquent, la 



deux lignes ont les mêmes extrémités; donc 1° la somme 
NF+NF' est moindre que MF-f-MF', ou que le grand axe de 
l'ellipse, et le point N se trouve à l'intérieur de cette courbe 
(II), sur la sécante MM'; 2° il résulte de l'égalité des triangles 
FGN, HGN, que l'angle FNM est égal à l'angle HNG, et, par 
suite, à l'angle F'NM'. 

Cela posé, je fais tourner la sécante MM' autour du point M 
jusqu'à ce que le point M' coïncide avec lui; alors le point N - 
de la droite MM' se confond aussi avec M, puisqu'il est toujours 
compris entre les points M et M', Or, pendant sa rotation, la 
sécante MM' ne cesse pas de faire des angles égaux avec les 
droites NF, NF'; donc les angles FMT, F'MT', que la position 
limite de la sécante MM', ou la tangente TT', fait avec les rayons 
vecteurs F'M, FM, du point de contact M sont aussi égaux. 

THÉORÈME V. 

Le lieu géométrique des projections des foyers d'une ellipse 
sur ses tangentes est la circonférence décrite sur le grand axe 
de cette courbe comme diamètre. 




somme de distances NF, NF', du 
point N aux deux foyers de l'ellipse 
estégaleàladroite F'H, et la somme 
des rayons vecteurs MF, MF', du 
point M égale à la ligne brisée l'MH. 
Or, la droite F'H est moindre que 
la ligne brisée F'MH, puisque ces 




Soient F et F' les foyers d'une, 
ellipse; j'abaisse de l'un d'eux, 



?A laireFI sur la droile AT tangente 
au point M, et je dis que la dis- 
yj ! tance du pied I de cette perpen- 
y I diculaire au centre O de l'ellipse 
/ est égale àla moitié du grand axe. 



zy\ par exemple F, la perpendicu- 



Pourledémontrerje prolonge 
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les deux droites FI, F'M, jusqu'à leur rencontre G. Les 
triangles rectangles MIF, MIG, sont égaux, parce qu'ils ont un 
côté commun, adjacent à deux angles égaux chacun à chacun; 
car, la droite AT étant tangente au point M de l'ellipse, l'angle 
FMI est égal à F'MA (III) et, par suite, à l'angle GMI. Il résulte 
de l'égalité des triangles MIF, MIG, que les côtés IF, IG, sont 
égaux, et que la droite F'G égale F'M + MF ou le grand axe de 
l'ellipse. Je remarque ensuite que les points 0 et I étant les 
milieux des droites FG, FF', les triangles FOI, FF'G, ont un 
angle commun compris entre deux côtés proportionnels, et 
qu'ils sont dès lors semblables; par conséquent, le côté 01 est 
la moitié de F'G, et le point I se trouve sur la circonférence 
décrite du point 0 comme centre avec la moitié du grand axe 
de l'ellipse pour rayon. 

Remarque.— La droite MG étant égale à MF, et la droite F'G 
égale au grand axe 2a de l'ellipse, si je décris un cercle du 
foyer F' comme centre avec un rayon égal à 2a, tout point M 
de Tell ipse est également éloigné de ce cercle et de l'autre 
foyer F. 

De là, je conclus que chacun des deux cercles décrits des 
foyers de l'ellipse comme centres avec un rayon égal au grand 
axe de cette courbe, peut servir à tracer l'ellipse par points 
lorsqu'on connaît ses foyers et son grand axe. En effet, si l'on 
décrit le cercle qui a le foyer F' pour centre, et qu'on joigne 
un point quelconque G de sa circonférence à l'autre foyer F, 
la perpendiculaire AT, élevée au milieu de la droite FG, coupe 
le rayon F'G en un point M qui appartient évidemment à l'el- 
lipse demandée. 

Ce procédé est plus long que le précédent (Probl. I), mais il 
fait connaître la tangente en chaque pointe de la courbe; car la 
droite AT est tangente à l'ellipse. On peut déduire de cette 
nouvelle construction que, si d'un point F pris à l'intérieur 
d'un cercle F'G on mène des droites aux points de sa circonfé- 
rence, les perpendiculaires élevées sur ces lignes par leurs mi- 
lieux toucheront une même ellipse, ayant pour foyers le point 
F et le centre F' du cercle donné, et pour grand axe le rayon 
F'G de ce cercle. 
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THÉORÈME VI. 

La normale en un point quelconque M de t ellipse divise en 
deux parties égales l'angle des rayons vecteurs de ce point. 



Par conséquent la normale MN divise l'angle FMF en deux 
parties égales. 



Mener une tangente à une ellipse par un point M donné sur 
cette courbe. 

Soient F et F' les deux foyers d'une ellipse ; pour tracer la 
droite qui touche cette courbe au point M, je mène les rayons 
vecteurs FM, F'M, de ce point, et je divise en deux parties égales 
r n PangJe FMN que l'un de ces rayons, 



puisque les angles NMT, F'MT' sont opposés au sommet. 



Mener une tangente à une ellipse par un point? extérieur à 
cette courbs. 

Du foyer F' comme centre je décris un cercle avec un rayon 
égal au grand axe de l'ellipse; je trace ensuite du point P 
comme centre avec un rayon égal à la distance du point P à 
Vautre foyer F un second cercle qui coupe le premier aux 




Soient AB la tangente et MN la 
normale au point M de l'ellipse 
FF'M;les angles FMB, FM A, que la 
tangente AB fait avec les rayons 
vecteurs FM, F'M, du point de con- 
tact M étant égaux (III), leurs com- 
pléments FMN, F'MN, le sont aussi. 



PROBLÈME II. 




par exemple FM, fait avec le prolon- 
gement MN de Pautre FM. La bissec- 
trice TT' de cet angle est la tangente 
demandée (III). En effet, l'angle FMT 
est égal par construction à l'angle 
NMT et, par suite, à l'angle FNT', 



PROBLÈME III. 
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deux points N et N', parce que le point P est extérieur à l'el- 
lipse. En effet, 1° la distance PF' des deux centres est moindre 

que la ligne brisée PF+FF' 
et, à fortiori, moindre 
que la somme PF + 2a des 
rayons; 2» le point P étant 
extérieur à l'ellipse, la som- 
me PF -f PF est plus grande 
que 2a (II); par conséquent, 
la distance PF' des cen- 
tres est plus grande que la 
différence 2a — PF des rayons. Cette conséquence suppose que 
le grand axe 2a n'est pas moindre que la distance PF. Dans le 
cas contraire, on raisonnera de la manière suivante : le côté 
PF' du triangle PFF' est plus grand que la différence PF — FF' 
des deux autres ; il est donc, à fortiori, plus grand que PF— 2a. 

Les points N, N', étant ainsi déterminés, je mène par le point 
P les droites PM, PM', respectivement perpendiculaires à FN et 
FN'; ces droites sont les tangentes demandées (IV, Rem.). Pour 
avoir leurs points de contact M et M' avec l'ellipse, il suffit de 
tirer les rayons F'N, F'N', du cercle qui a le foyer F' pour cen- 
tre (IV, Rem.). 

Corollaire.— Les deux tangentes PM, PM', menées à V ellipse 
par un point extérieur P, font des angles égaux MPF, M'PF', 
avec les droites qui joignent le point P aux foyers F, F'; 2' la 
droite FP divise en deux parties égales Vangle MFM' des rayons 
vecteurs menés d'un même foyer F aux deux points de langence. 

Je prolonge le rayon vecteur F'M 
d'une longueur MN égale à FM et le 
rayon vecteur FM' d'une longueur 
M'N' égale à F'M'. Je tire ensuite les 
droites PN, PN', et je fais remar- 
quer que les triangles PMF, PMN, 
sont égaux parce qu'ils ont un angle 
égal compris entre deux côlés égaux 
chacun à chacun. Il en résulte que le côté PF est égal au côté 
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PN, et que l'angle PFM est égal à l'angle PNM. Je démontrerais 
de même l'égalité des droites PF', PN', et celle des angles 

PF / M / ,PN'M'.LestrianglesPF / N,PFN / , 
ont par suite les côtés égaux chacun 
à chacun, puisque chacune des droites 
^ F'N et FN' est égale au grand axe de 
l'ellipse; ces triangles sontdoncégaux. 
J'en conclus, J»que l'angle FPN' est 
égal à l'angle NPF'; en retranchant 
de chacun de ces angles leur partie 
commune FPF',et divisant par deux les restes égaux FPN', FPN, 
je trouve que l'angle F'PM' est égal à l'angle FPM; 2° il résulte 
aussi de l'égalité des triangles PF'N, PFN', que les angles PFN', 
PNF', sont égaux; or, PNF' est égal à PFM; donc l'angle PFN' 
est aussi égal à PFM, et la droite FP divise l'angle MFM' en deux 
parties égales. 

PROBLÈME IV. 

Mener à une ellipse une tangente parallèle une droite don- 
née AB. 

Du foyer F' comme centre je décris un cercle avec un rayon 
égal au grand axe de l'ellipse, et de l'autre foyer F j'abaisse 
sur la droite AB la perpendiculaire FH, qui coupe le cercle F' 

aux deux points N et N', 
puisque le point F est à 
l'intérieur de ce cercle. 
Je mène ensuite la droite 
MH perpendiculaire au mi- 
lieu de FN et la droite M'H' 
perpendiculaire au milieu 
de FN T/ . Ces droites sont 
tangentes à l'ellipse (IV, 
Rem.) et parallèles à AB. 
Je détermine leurs points 
de contact avec l'ellipse, en 
tirant les rayons F'N, F'N', du cercle F (IV, Rem.). 

■ 

Corollaire.— Les points de contact M, M', des deux tangentes 
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parallèles MH, M'H', sont symétriques par rapport au centre C 
de V ellipse. 

Les côtés MF, MN, du triangle FMN étant égaux (IV), l'an- 
gle MFN est égal à l'angle MNF. Dans le triangle isocèle 
F'NN', l'angle F'N'N est aussi égal à l'angle F'NN'; il en ré- 
sulte que les deux angles MFN, F'N'N sont égaux. Or, ils 
sont correspondants par rapport aux droites MF, F'N' ; donc 
ces droites sont parallèles. Pour une raison analogue, la droite 
FM' est parallèle à F'M; par conséquent, le quadrilatère 
MFM'F' est un parallélogramme , et ses diagonales MM', 
FF', se divisent mutuellement en deux parties égales. Les 
points M', M, sont donc symétriques par rapport au centre C 
de l'ellipse. 

THÉORÈME VII. 

Le produit des distances FP, F'P', des deux foyers F et F' d'une 
ellipse à une tangente quelconque PP' est constant. 

Sur le grand axe A A' de L'ellipse comme diamètre je décris 
une circonférence qui passe par les projections P et P' des 
foyers sur la tangente PP' (III, Rem.). Je prolonge ensuite la 

droite FF' jusqu'au point P 7 , où 
elle rencontre la circonférence, et 
je tire la droite PP". L'angle inscrit 
PP'P" étant droit, la corde PF' est 
un diamètre du cercle; donc elle 
passe par le centre C, et les trian- 
gles CFP, CF'P 7 , sont égaux, parce 
qu'ils ont un angle opposé au som- 
met, compris entre deux côtés égaux chacun à chacun. J'en 
conclus l'égalité des deux côtés PF, P"F', et, par suite, celle 
des produits PF x FF', F'F' X FF'. Or, d'après une pro- 
priété du cercle (P., 23, VI), le dernier de ces produits égale 
A'F'x AF; on a donc: 

PF x FF'=(a— c)(a-f-c) = a*-c*=ô\ 
Corollaire. — Si je mène à chaque foyer une parallèle à 
la tangente PF jusqu'à la rencontre de la perpendiculaire 
abaissée du centre sur cette tangente, les triangles rectangles 
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FCE, F'CG, sont égaux, parce qu'ils ont l'hypoténuse égale et 
un angle aigu égal. Il en résulte, 1° que les côtés CG, CE, sont 
égaux; 2° que la droite F'P' est égale à la somme des lignes 
CD, CG, et la droite FP égale à la différence des mêmes lignes. 
Par conséquent on a : 

F'P/ XFP=(CD+CG)(CD-CG) = CD'— CG 1 . 
De là ce théorème : La différence des carrés des distances du 
centre d'une ellipse à une tangente et à sa parallèle menée par 
un foyer est constante. 

THÉORÈME VIII. 

Le lieu géométrique des sommets des angles droits circonscrits 
à l'ellipse est une circonférence de cercle, qui a le même centre 
que celte courbe. 

Soit MOM' un angle droit circonscrit à l'ellipse FF' ; je trace 
par le centre C une parallèle à chaque côté de cet angle, jus- 
qu'à la rencontre de la parallèle 
menée par le foyer F à Pautre côté. 
En appliquant successivement aux 
deux tangentes OM, OM', le théo- 
rème qui précède, j'ai 

CD*— CE*= b\ 
et CG' — CH»= &*; 

j'ajoute ces égalités membre à membre, et je fais remarquer 
que, les deux quadrilatères CDOG, CEFH, étant rectangles, je 
puis remplacer CD'+CG' par CO», et CE'+CH» par CF* ou c\ 
En faisant cette substitution, je trouve 

CO s — c*=26', 

et j'en conclus : 

i CO* =c*+°>b\ 

ou 

CO* = a*+6*. 

Donc la distance du sommet de l'angle MOM' au centre de l'el- 
lipse et constante, et le lieu géométrique de ce point est la 
circonférence décrite du point C comme centre avec un rayon 

égal à t/ a* + &*, ou à la moitié de la diagonale du rectangle 
construit sur les axes 2a, 2&, de l'ellipse. 
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THÉORÈME IX/ 

La projection de la circonférence d'un cercle sur plan est une 
ellipse. 

Les sections faites dans un cylindre par deux plans paral- 




lèles qui rencontrent 
toutes les génératrices 
étant des figures égales, 
comme les sections pa- 
rallèles d'un prisme, il 
en résulte que les pro- 
i jections d'un cercle sur 
deux plans parallèles 
sont égales; aussi, pour 
faciliter la démonstra- 
tion du théorème pré- 
cédent , je supposerai 
que le plan de projec- 



tion passe par le centre C du cercle. Soit A A' le diamètre 
suivant lequel ce plan coupe le cercle, et A&AW la projec- 
tion de la circonférence ABA'B'; je dis que cette projection est 
«ne ellipse. 

Je trace le diamètre BB' du cercle perpendiculaire à AA', et 
sa projection bb' qui est aussi perpendiculaire à AA'; l'angle 
BC6 mesure l'inclinaison du cercle sur le plan de projection. 
Je prends ensuite sur AA' les longueurs CF, CF', égales à Bb; 
les points F et F' sont les foyers de l'ellipse. Pour le démontrer, 
j'abaisse d'un point quelconque M de la circonférence la per- 
pendiculaire Mm sur le plan de projection, puis du point m la 
perpendiculaire tnP sur AA', et je tire la droite MP qui est 
aussi perpendiculaire sur AA' d'après le théorème des trois 



* C'est à M. Courcelles, professeur au lycée de Saint-Quentin, qu'est 
due la démonstration si remarquable que nous donnons de cet important 
théorème. 
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perpendiculaires. Cela posé, les triangles rectangles MmP, 
B&C, qui ont les angles égaux chacun à chacun, sont semblables 

n e * donnent 

^ Mm Bb 

S X- ML> ""BC 1 



En comparant celte égalité à la précédente, et remarquant que 
les lignes CE, B6, sont égales par hypothèse, ainsi que les 
rayons MC et BC, j'en conclus que Mm est égale à FG. 

Je dis maintenant que les distances mF, mF 7 , sont respecti- 
vement égales aux segments GM, GM 7 , du diamètre MM 7 . Les 
triangles MFm, MFG, rectangles l'un en G et l'autre en m, ont 
l'hypoténuse égale et un côté égal; ils sont donc égaux, et le 
côté mF est égal à GM. Pareillement, le quadrilatère MFM'F, 
dont les diagonales MM 7 , FF 7 , se divisent mutuellement en par- 
ties égales, étant un parallélogramme, les triangles rectangles 
MmF 7 , FGM 7 , sont égaux parce qu'ils ont leurs hypoténuses 
MF, M F, égales, et les côtés Mm, FG, égaux; donc le côtémP 
est égal à GM 7 , et, par conséquent, la somme mF+mF 7 des 
distances d'un point quelconque m de la projection A&AWaux 
deux point fixes F et F 7 est égale à la somme GM + GE'. 0r t 
cette dernière somme est constante et égale au diamètre MM 
du cercle, donc la courbe AbAfb' est une ellipse ayant pour 
foyers les points F et F 7 , pour grand axe le diamètre AA 7 et 




je tire le diamètre MM 7 
du cercle, je joins cha- 
cun des trois points 
M, M 7 , m, aux deux 
points F et F 7 , et j'a- 
baisse du point F la 
perpendiculaire FG sur 
MM 7 . Les deux triangles 
rectangles CMP, CFG, 
qui ont un angle aigu 



commun sont semblables, et l'on a 

FG CF 



MP MC 



Digitized by Google 



COURBES USUELLES.-I* A IV. LEÇON. M 3 

pour petit axe la projection du diamètre du cercle perpendicu- 
laire à AA'. 

Corollaire.— Si Ton convient d'appeler ordonnée d'un point 
de la circonférence, ou de l'ellipse, la longueur de la perpen- 
diculaire abaissée de ce point sur Taxe A A', et abscisse la dis- 
tance de cette perpendiculaire au centre delà courbe; l'or- 
donnée et l'abscisse du point M de la circonférence seront les 
lignes MP, CP, et celles du point m de l'ellipse seront mP et CP. 
Or, les triangles rectangles MmP, B6C, étant semblables, on a 

mP_ C6. 
MP~CB ; 

donc les ordonnées mP, MP, de deux points m et M de l'ellipse 
et de la circonférence, qui ont la même abscisse CP, sont 
dans le même rapport que le petit axe de l'ellipse et le grand 
axe. 

De ce théorème résulte un nouveau moyen de construire 
l'ellipse par points lorsqu'on connaît ses axes. 

En effet, soient AA' le grand axe et BB' le petit axe d'une 

ellipse; je décris une circonférence sur 
Nm chacune de ces lignes comme diamè- 
" îK tre, et j'abaisse d'un point quelconque 
M t de la circonférence OA la perpendi- 
i culaire M t P sur AA'. Pour trouver le 
point M de l'ellipse qui a le même abs- 
cisse CP que le point M„ je réduis l'or- 
donnée M t P dans le rapport du petit 
axe OB de l'ellipse au grand axe OA, en tirant le rayon OM„ et 
menant une parallèle à AA' par le point M« où la droite OM, 
rencontre la circonférence OB; car on a 

M1P OM, OB 

MJP^OM^OA* 

Après avoir construit par ce procédé un nombre suffisant de 
points, on les réunira par un trait continu qui représentera 
l'ellipse dont les axes sont AA' et BB'. 
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PROBLÈMES. 

1 . Décrire une ellipse dont les foyers et un point sont don nés. 

2. Quel est le lieu géométrique des points également distants 
de deux circonférences dont l'une est intérieure à l'autre? 

3. Construire une ellipse dont on connaît la longueur des 
axes, un foyer et un point. 

4. Tout diamètre divise l'ellipse en deux parties égales. 

5. Le carré d'un diamètre quelconque de l'ellipse est égal au 
carre du petit axe, augmenté du carré de la différence des 
deux rayons vecteurs qui vont à l'une des extrémités de ce 
diamètre. 

6. Tout diamètre de l'ellipse est plus grand que le petit axe, 
et moindre que le grand axe. 

7. La somme du carré de la droite qui joint un point d'une 
ellipse à son centre et du produit des deux rayons vecteurs du 
même point est constante. 

8. Construire une ellipse dont les deux foyers et une tangente 
sont donnés. 

9. Construire une ellipse dont trois tangentes et un foyer 
sont donnés. 

10. Tracer une ellipse dont on connaît un foyer, deux tan- 
gentes et l'un des deux points de contact. 

dl. Tracer une ellipse dont on connaît un foyer, une tan- 
gente et deux points. 

42. Construire une ellipse dont on connaît la longueur du 
grand axe, le centre et deux tangentes. 

13. Construire une ellipse dont on connaît un sommet, un 
foyer et une tangente. 

14. Deux ellipses égales ont leurs grands axes situés sur la 
même ligne droite et sont tangentes. Si Ton fait rouler l'une 
de ces ellipses sur l'autre de manière que leur point de contact 
soit toujours également éloigné des deux sommets par lesquels 
ces courbes se touchaient d'abord, quel est le lieu géométrique 
de chacun des foyers de l'ellipse mobile ? 

15. Quels sont les lieux géométriques des sommets des diffé- 
rents trapèzes qu'on peut construire sur une base donnée, avec 
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cette double condition que l'autre base ait une longueur donnée 
et que la somme des deux côtés non parallèles soit aussi donnée? 

Quel est le lieu géométrique des points de rencontre des côtés 
non parallèles de ces trapèzes?— Quel est le lieu géométrique 
des intersections de leurs diagonales? 

16. Étant donnés un cercle et un point dans son intérieur, 
si sur chacun des diamètres de ce cercle on décrit une ellipse 
qui ait ce diamètre pour grand axe et qui passe par ce point, 
quel sera le lieu géométrique des foyers de ces ellipses? 

17. Soient MT, MT', deux tangentes menées par le point M 
à une ellipse dont les foyers sont F, F'; si Ton prend sur ces 
tangentes les longueurs MO, MO 7 respectivement égales aux 
distances MF, MF 7 , la droite OO 7 sera égale au grand axe de 
l'ellipse. 

18. Une droite et un cercle qui se touchent étant donnés, si 
Ton décrit une ellipse tangente à la droite, et ayant pour foyers 
les extrémités d'un diamètre quelconque du cercle, quel est le 
lieu géométrique des extrémités du petit axe de cette ellipse? 

19. Le carré de la distance du foyer F de Fellipse à une tan- 
gente et le carré de la moitié du petit axe sont dans le même 
rapport que les rayons vecteurs FM, FM du point de contact M 
de la tangente. 

20. Si un angle est circonscrit à une ellipse, la portion d'une 
tangente mobile comprise entre les côtés de cet angle est vue 
de chaque foyer sous un angle constant. 

21. Le rectangle des segments interceptés par le grand axe 
d'une ellipse et une tangente mobile sur les deux tangentes 
menées aux extrémités du grand axe est constant. 

22. Le lieu du sommet d'un angle droit circonscrit à deux 
ellipses homofocales est un cercle concentrique à ces ellipses. 

23. Si deux sphères extérieures l'une à l'autre sont inscrites 
dans le même cône, tout plan tangent intérieurement à ces 
sphères coupe la surface du cône suivant une ellipse qui a pour 
foyer» les points de contact du plan tangent. 

Démontrer le même théorème pour deux sphères inscrites 
dans un cylindre, et remarquer en outre que le petit axe de 
l'ellipse est constamment égal au diamètre du cylindre. 
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24. Couper un cône ou un cylindre de révolution par un 
plan de manière que la section soit une ellipse égale à une 
ellipse donnée. 

25. Trouver les points de rencontre d'une ligne droite avec 
une ellipse qui n'est pas tracée, et dont on connaît les foyers 
et la longueur du grand axe. 

26. Si deux cônes de révolution sont opposés au sommet 
et qu'on inscrive une sphère dans chacun d'eux, tout plan 
tangent extérieurement à ces sphères coupe les deux cônes 
suivant une hyperbole qui a pour foyers les points de con- 
tact du plan tangent. (Voir ci-après la définition de ['hy- 
perbole.) 

Remarque.— Comme l'hyperbole est d'un usage aussi fré- 
quent que l'ellipse dans la Géométrie descriptive et dans les 
arts, je vais exposer ses principales propriétés qui ont la plus 
grande analogie avec celles de l'ellipse, malgré la différence 
de forme de ces deux courbes, représentant avec la parabole 
tous les genres de sections planes du cône. 

s. 

Propriétés principales de l'hyperbole. 

On appelle hyperbole une courbe plane, telle que la diffé- 
rence des distances de chacun de ses points à deux points fixes 
F et F 7 , situés dans son plan, est constante. 

Les points F, F', sont les foyers de l'hyperbole, et les lignes 
droites MF, MF', qui joignent un point quelconque M de cette 
courbe à ses foyers sont les rayons vecteurs de ce point. La dis- 
tance FF' se nomme excentricité. 

Deux hyperboles qui ont les mêmes foyers sont dites homo- 
focales. 

PROBLÈME I. 

Décrire par points, ou d'un mouvement continu, une hyper- 
bole dont les foyers et la différence des rayons vecteurs d'un 
point quelconque sont donnés. 

Soient F, F', les foyers de l'hyperbole qu'il s'agit de décrire, 
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et OP une ligne droite égale à la différence des rayons vecteurs 
d'un point quelconque de cette courbe. Je prends sur la ligne 
droite FF', de chaque côté du milieu C de cette ligne, les 

longueurs CA, CA', égales à la moitié 
0t de OP; les dislances FA, FA 7 , sont par 
suile égales entre elles, et les points 
A, A', appartiennent à l'hyperbole; 
car chacune des différences F'A— FA, 
FA 7 — F' A', est égale à A A' ou OP. 
Cela posé, je fais remarquer que le lieu cherché doit être com- 
posé de deux lignes distinctes. Tune contenant les points du 
lieu plus rapprochés du foyer F que âu foyer F' ; et l'autre con- 
tenant au contraire les points plus rapprochés du foyer F 7 que 
du foyer F. 

■ 

Pour construire la première partie du lieu, on marque un 
point quelconque D sur le prolongement FK delà droite F'F, 
et l'on décrit des points F, F', comme centres, avec les longueurs 
respectives DA, DA', pour rayons, deux arcs de cercle qui se 
coupent; car la distance FF' des deux centres est plus grande 
que la différence DA'— DA ou AA' des rayons, et moindre que 
leur somme DA-f DA' ou FF'+2DF. Les points d'intersection 
M, M', des deux arcs de cercle appartiennent à l'hyperbole, 
puisque la différence de leurs rayons vecteurs DA', DA, est égale 
à AA' ou OP. En faisant varier la position du point D sur la 
droite FK, on obtiendra autant de points de l'hyperbole qu'on 
le voudra; s'ils sont suffisamment rapprochés les uns des au- 
tres, on les réunira par un trait continu et l'on aura un arc 
d'hyperbole MAM'. Comme la distance du point D au point A 
peut croître indéfiniment, on voit que la ligne cherchée se 
eonipose de deux branches, partant du point A et s'étendant 
indéfiniment des deux côtés de la droite FF'. 

On construira la seconde partie du lieu avec les mêmes 
rayons DA, DA', en prenant le point F pour le centre du plus 
grand des deux cercles et le point F' pour le centre du plus pe- 
tit, et Ton trouvera une seconde ligne NA'N' composée de deux 
branches indéfinies qui partent du point A'. L'ensemble des 
deux lignes MAM', N AN', constitue le lieu géométrique cherché. 

21 
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2° Tracé d'un mouvement continu. 

L'hyperbole étant une courbe à branches infinies, il est évi- 
dent qu'on ne peut décrire d'un 
mouvement continu qu'une portion 
très-petite de cette ligne dans le voi- 
sinage de l'un ou de l'autre des 
foyers F, F'. Voici comment on 
opère : on prend une règle GH plus 
grande que la distance focale FF'; 
on attache à l'une de ses extrémités, 
par exemple au point H, un fil d'une longueur HL égale à 
l'excès de GH sur OP, puis on fixe l'extrémité G de la règle au 
foyer F' et l'extrémité L du fil à l'autre foyer F. On fait tour- 
ner ensuite la règle autour du point F, en appliquant le fil 
contre elle avec une pointe ou un crayon, de manière qu'il soit 
toujours tendu. La courbe que le crayon décrit pendant ce 
mouvement est un arc d'hyperbole; car si le crayon se trouve 
au point M pour la position F'H' de la règle, comme on ne 
chauge pas la différence de ses rayons vecteurs MF', MF, en 
augmentant chacun d'eux de la même longueur Mil', on voit 
que cette différence est égale à l'excès constant de la longueur 
MF'+MH' de la règle sur la longueur MF-f-MH' du fil, c'est-à- 
dire égale à la ligne OP. 

On décrirait de même une portion de l'autre branche en 
fixant l'extrémité G de la règle au foyer F et l'extrémité L du 
fil à l'autre foyer F'. 

THÉORÈME I. 

L'hyperbole a deux axes de symétrie et un centre situé à 
Vinlersection de ses axes. 

On démontre, comme on l'a fait 
pour l'ellipse : 1° que la droite qui 
° T passe par les foyers F et F 7 de l'hyper- 
bole est un axe de cette courbe; 2° que 
pJ -Ia perpendiculaire BB', élevée par 
le milieu C de FF' sur cette droite, 
est aussi un axe; 3° que le point 
d'intersection C des deux axes est le centre de l'hyperbole. 
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Remarque /.— L'axe FF' rencontre l'hyperbole en deux 
points A, A', qu'on appelle les sommets de cette courbe; mais 
l'axe BB' ne rencontre pas l'hyperbole. Aussi on donne au 
premier le nom d'axe tranverse, et au second celui d'axe non 
transverse. 

On désigne ordinairement les longueurs AA' et FF' par 2a 
et 2c. Si on décrit du sommet A comme centre, avec un rayon 
égal à CF ou c } un arc de cercle qui coupe l'axe non transverse 
aux deux points B, B', et qu'on représente par 26 la longueur 
BB' de la corde interceptée, les trois quantités a, 6, c, satisfe- 
ront à la relation suivante : 

c*=a*+b\ 

puisque le triangle ABC est rectangle. Par analogie avec l'el- 
lipse, on appelle les deux quantités a et b les longueurs des axes 
de l'hyperbole. L'égalité précédente ne diffère de celle qu'on a 
trouvée entre les axes de l'ellipse et la distance de ses foyers; 
savoir : 

<*=a'— 6», 

qu'en ce que 6* est remplacé par — 6'. Cette remarque permet 
de déduire les propriétés de l'hyperbole, correspondantes à des 
propriétés données de l'ellipse, lorsque ces dernières sont ex- 
primées par des relations entre les axes. 

Si les deux axes a, 6, de l'hyperbole sont égaux, on dit que 
cette courbe est équilatère. 

Remarque IL— Lorsque les longueurs 2a, 26, des axes de 
l'hyperbole sont données, on peut construire cette courbe par 
points ou d'un mouvement continu. 

On prend sur deux lignes droites rectangulaires, à partir de 
leur intersection C, les longueurs CA, CA', égales à a, et les 
longueurs CB, CB', égales à 6. Les droites AÀ', BB', sont les 
axes de l'hyperbole demandée. Pour en déterminer les foyers, 
on décrit du point C comme centre, avec un rayon égal à la 
distance AB, un arc de cercle qui coupe l'axe transverse aux 
points F et F'. L'hyperbole peut alors être construite d'après 
Tune des deux méthodes précédentes, puisqu'on connaît ses 
foyers et la différence 2a des rayons vecteurs d'un point quel- 
conque de cette courbe. 
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^THÉORÈME IL 

Si un point est intérieur ou extérieur à l'hyperbole, la diffé- 
rence de ses distances aux deux foyers est plus grande ou plus 
petite que l'axe transverse. 

Soit : 1° un point N intérieur à l'hyperbole FF', c'est-à-dire 

Hr situé dans la partie concave de cette courbe: 
je tire les lignes droites NF, NF', et le rayon 
vecteur du point M, où la ligne droite NF' 
rencontre la branche d'hyperbole dans la- 
quelle se trouve le point N. La ligne droite 
NF élant moindre que la ligne brisée 
NM-f MF, si je retranche chacune d'elles de la ligne droite NF', 
j'aurai 

• NF'— NF> MF 7 — MF, 
ou NF— NF>2a, 

puisque le point M est sur l'hyperbole FF'. 

Je suppose, 2° le point N' extérieur à l'hyperbole, et plus 
rapproché du foyer F que du foyer F; je mène les lignes droites 
N'F, N'F'. La première rencontre l'hyperbole au point M', dont 
je tire le rayon vecteur M'F'. Comme la ligne droite N'F' est 
moindre que la ligne brisée N'M'+M'F', si je retranche de ces 
deux longueurs la ligne N'F, j'aurai 

N'F- N'F < M'F — MF, 
ou N'F'— N'F<2a, 

puisque le point M' appartient à l'hyperbole. 

Corollaire. — Les réciproques des deux parties de ce théo- 
rème sont évidentes; elles donnent le moyen de distinguer les 
points intérieurs à l'hyperbole des points qui sont extérieurs, 
lorsque cette courbe n'est pas tracée et qu'elle est déterminée 
seulement par ses axes. 

THÉORÈME III. 

Une ligne droite ne peut rencontrer une hyperbole en plus de 
deux points. 

Démonstration analogue à celle du théorème ILI de l'ellipse. 
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THÉORÈME IV. 

La tangente en un point de l'hyperbole divise en deux parties 
égales l'angle des rayons vecteurs de ce point. 

Soient F, F', les foyers d'une hyperbole 
et TT' sa tangente au point M. Pour dé- 
montrer que les angles FMT, F'MT, sont 
égaux, je mène une sécante quelconque 
MM' par le point M et un point voisin M', 
situé sur la même branche; du foyer F, 
j'abaisse sur cette droite la perpendicu- 
laire FG que je prolonge au delà de son pied G d'une longueur 
GH égale à GF, et je dis 1° que la droite F'H rencontre la 
sécante MM' en un point N situé entre les points M et M'; 
2° que les droites NF, NF', font des angles égaux avec MM'. 

En effet, les triangles FGN,HCN, qui ont un angle droit 
compris entre deux cêtés égaux chacun à chacun , sont 
égaux, et le côté NF est égal au côté NH; je démontrerais de 
même que les droites MF, MH, sont égales. Par conséquent, 
la différence des distances NF', NF, du point N aux deux 
foyers de l'hyperbole est égale à la droite F'H, et la différence 
des rayons vecteurs MF', MF, du point M égale à MF' — MH. Or, 
le côté F'H du triangle F'MH est plus grand que la différence 
MF' — MH des deux autres côtés; donc 4° la différence NF' — NF 
est plus grande que MF' — MF, ou que Taxe transverse de l'hy- 
perbole; et le point N se trouve à l'intérieur de cette courbe (II) 
sur la sécante MM'; 2° il résulte aussi de l'égalité des triangles 
FGN, HGN, que les angles FNG', F'NG, sont égaux. 

Cela posé, je fais tourner la sécante MM' autour du point M 
jusqu'à ce que le point M' coïncide avec lui; alors le point N de 
la droite MM' se confond aussi avec M, puisqu'il est toujours 
compris entre les points M et M'. Or, pendant sa rotation, la 
sécante MM' ne cesse pas de diviser en deux parties égales 
l'angle FNF' des deux rayons vecteurs du point N; donc les 
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angles FMT, F'MT, que la position limite de la sécante MM', ou 
la tangente TT, fait avec les rayons vecteurs MF, MF', du point 
de contact M sont égaux-. 

THÉORÈME V, 

Le lieu géométrique des projections des foyers d'une hyperbole 
sur ses tangentes est la circonférence décrite sur l'axe transverse 
de cette courbe comme diamètre. 

Soient F et F 7 les foyers d'une hyperbole; j'abaisse de l'un 
d'eux, par exemple F, la perpendiculaire Fl sur la droite TT', 
tangente au point M, et je dis que la distance du pied I de cette 
perpendiculaire au centre C de l'hyperbole est égale à la moitié 

de l'axe transverse AA'. 
Pour le démontrer, je prolonge 
i&t la droite FI jusqu'au point G où elle 
rencontre le rayon vecteur MF'. Les 
triangles rectangles MIF, MIG, sont 
égaux, parce qu'ils ont un côté com- 
mun adjacent à deux angles égaux 
chacun à chacun; car, la droite TT' 
éfant tangente au point M de l'hyperbole, l'angle FMI est égal 
à F MI (III). Il en résulte que le point I est le milieu de la droite 
FG, et que la droite F G égale FM — FM ou l'axe transverse 2a. 
Je remarque ensuite que les triangles FIC, FGF', ont un angle 
commun compris entre deux côtés proportionnels, et qu'ils 
sont conséquemment semblables; or, FC égale la moitié de FF 7 , 
donc CI égale aussi la moitié de FG, et le point I se trouve sur 
la circonférence décrite du point C comme centre, avec la 
moitié a de Taxe transverse de l'hyperbole pour rayon. 

Remarque I. — La droite MG étant égale à MF, et la droite F'G 
égale à l'axe transvers 2a de l'hyperbole, si je décris un cercle 
du point F' comme centre avec un rayon égal à 2a, tout point 
M de l'hyperbole est également éloigné de la circonférence de 
ce cercle et de l'autre foyer F. 

De là je conclus que chacun des deux cercles décrits des 
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foyers de l'hyperbole comme centres, avec un rayon égal à 
l'axe transverse, peut servir à tracer l'hyperbole par points, 
lorsqu'on connaît ses foyers et la longueur de son axe trans- 
verse. En effet, si Ton décrit le cercle qui a le foyer F' pour 
centre, et qu'on joigne un point quelconque G de sa circonfé- 
rence à l'autre foyer F, la perpendiculaire TT', élevée au 
milieu de la droite FG, coupe le prolongement du rayon F'G 
en un point M qui appartient évidemment à Phyperbole de- 
mandée. 

Ce procédé est plus long que le précédent (Probl. I), mais il 
fait connaître la tangente en chaque point de la courbe; car la 
droite TT est tangente à Thyperbole.On peut déduire de cette 
nouvelle construction que, si d'un point F pris à l'extérieur 

d'un cercle F'G, on mène des droites 
aux points de sa circonférence, les 
, perpendiculaires élevées sur ces lignes 
par leurs milieux toucheront une 
même hyperbole, ayant pour foyers 
le point F et le centre F' du cercle 
donné, et pour axe transverse le 
rayon F'G du cercle. 
Remarque IL— Lorsque la droite FI, tournant autour du 
foyer F, vient se confondre avec la tangente FK menée du 
point F au cercle CÀ, elle touche aussi le cercle F'G; car les 
rayons F'G, CI, qui sont constamment parallèles, deviennent 
simultanément perpendiculaires à FI. Pendant ce mouvement 
de rotation, l'angle GFM du triangle isocèle MFG tend à deve- 
nir droit, ainsi que son égal FGM ; par suite, le point M, dont 
les rayons vecteurs F'M, FM, s'approchent de plus en plus d'être 
parallèles à sa tangente TT', s'éloigne indéfiniment des deux 
foyers F, F', et la tangente TT 7 tend vers une position-limite 
qui n'est autre que le rayon CK du point de contact de la droite 
FK et du cercle CA. 

On donne le nom d'asymptote à la droite remarquable CK, 
qui touche l'hyperbole au point situé à l'infini sur la partie 
supérieure de la branche AM. On reconnaît facilement, par des 
considérations «analogues aux précédentes, que la même droite 




324 GÉOMÉTRIE. 

CK touche aussi l'hyperbole au point situé à l'infini sur la par- 
tie inférieure de l'autre brancheA'N.Si l'on mène parlepointF 

la seconde tangente FK' au cercle CA, 
et qu'on trace le rayon CK' du point 
' de contact, celte droite indéfiniment 
prolongée est aussi une asymptote de 
l'hyperbole, qu'elle touche aux points 
situés à l'infini sur la partie inférieure 
de la branche AM et sur la partie su- 
périeure de la branche A'N. 
Les deux asymptotes CK, CK', qui font évidemment des an- 
gles égaux avec l'axe transverse FF', sont d'une grande utilité 
pour le tracé des branches de l'hyperbole dont elles détermi- 
nent la direction; car elles jouissent de la propriété suivante : 
La distance d'un point M d'une branche quelconque AM de l'hy- 
perbole à l'asymptote correspondante CK diminue indéfiniment 
à mesure que le point considéré s'éloigne de plus en plus du 
sommet A de celte branche, en se rapprochant du point de 
contact de l'asymptote. 

En effet la distance du point M à la droite CK est moindre 
que celle du point T à la même droite, et, à fortiori, moindre 
que CT. Or cette dernière distance décroît indéfiniment à me- 
sure que le point M s'éloigne du sommet A, puisque la tangente 
TT' a pour limite l'asymptote CK; donc le point M se rap- 
proche indéfiniment de l'asymptote, tout en s'éloignant du 
point A. 

Remarque III. Les asymptotes d'une hyperbole équilatère 
sont rectangulaires— La réciproque de ce théorème est vraie. 

THÉORÈME VI 

La normale en un point quelconque d'une hyperbole fait des 
angles égaux avec les rayons vecteurs de ce point. 
Démonstration analogue à celle du théorème V de l'ellipse. 
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PROBLÈME II. 

Mener une tangente à une hyperbole par un point M, donné 
sur cette courbe. 
Soient F et F', les foyers d'une hyperbole; pour tracer la 

ligne droite qui touche cette courbe 
au point M, je tire les rayons vec- 
teurs FM, F'M, de ce point, et je 
divise en deux parties égales l'an- 
gle FM F 7 . La bissectrice TT' de cet 
angle est la tangente demandée. 




PROBLÈME III. 




Mener une tangente à une hyperbole par un point P extérieur 
à celte courbe. 

Du foyer F comme centre je décris un 
cercle avec un rayon égal à Taxe trans- 
verse de l'hyperbole ; je trace ensuite du 
point P comme centre, avec un rayon 
égal à la distance du point P à l'autre 
foyer F, un second cercle qui coupe le 
premier aux deux points N et N', parce 
que le point P est extérieur à l'hyper- 
bole. Pour démontrer cette double intersection, il suffit de 
prouver que l'une quelconque des trois lignes 2a, PF, PF', qui 
représentent les rayons des deux cercles et la dislance de leurs 
centres, est moindre que la somme des deux autres et plus 
grande que leur différence (P., H, IV). Or, le côté FF' du 
triangle PFF' est moindre que la somme des deux autres 
côtés PF, PF'; on a donc, à fortiori, 

2a<PF4-PF'. 
Comme le point P est extérieur à l'hyperbole, on a aussi (II) : 

2a > PF — PF', 
ou 2a>PF — PF, 
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selon que le point P est plus près ou plus loin du foyer F' que 
du foyer F; par conséquent les deux cercles se coupent. 

Les points N et N 7 étant ainsi déterminés, je mène par le 
point P les droites PM, PM 7 , respectivement perpendiculaires à 
FN, et FN 7 ; ces droites sont les tangentes demandées (IV, Rem.). 
Pour avoir leurs points de contact M et M' avec l'hyperbole, il 
suffit de tirer les rayons F'N, FN', du cercle qui a le foyer F' 
pour centre (IV, Rem.). 

Corollaire. — On démontrerait, comme on Ta fait pour 
l'ellipse (Probl. 111, c) : 1° que les tangentes PM, PM 7 , menées à 
l'hyperbole par un point extérieur V 9 font des angles égaux avec 
les droites PF, PF 7 , qui joignent lepoint P aux deux foyers F, F 7 ; 
2° que la droite FP divise en deux parties égales V angle des 
rayons vecteurs, menés d'un même foyer F aux deux points de 
tangence M, M 7 , ou le supplément de cet angle. 

Remarque. — Si le point P coïncide avec le centre de l'hyper- 
bole, les deux tangentes ne sont autres que les asymptotes. 

PROBLÈME IV. 

Mener à une hyperbole une tangente parallèle à une droite 
donnée AB. 

Du foyer F 7 comme centre je décris un cercle avec un rayon 
égal à l'axe transverse de l'hyperbole, et de l'autre foyer F 
j'abaisse sur AB la perpendiculaire FI, qui coupe générale- 
ment le cercle en deux points G et G'. 
a Je mène ensuite la droite MT perpen- 
diculaire au milieu de FG et la droite 
M'! 7 perpendiculaire au milieu de FG 7 . 
Ces droites sont tangentes à l'hyper- 
bole (IV, Rem.), et parallèles à AB; je 
détermine leur point de contact M, M 7 , 
en tirant les rayons F 7 G, F 7 G 7 du cercle F 7 (IV, Rem.). 

Ce problème n'est possible que si la droite FI, perpendicu- 
laire à AB, ou à sa parallèle MT, se trouve dans l'angle KFK 7 , 
formé par les tangentes menées du foyer F au cercle F 7 ; par 
conséquent, l'angle IFT doit être moindre que l'angle KFF 7 , et 
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par suite l'angle ITF, complément de IFT, doitêtre plus grand 
que l'angle KF'F, complément de KFF'. Or le rayon F'K est 
parallèle à Tune des asymptotes de l'hyperbole (IV, Rem. 2) ; 
donc il faut et il suffit que la droite donnée AB fasse avec Taxe 
transverse FF' un angle aigu plus grand que celui que les 
asymptotes font avec le même axe, pour que le problème soit 
possible; et alors il a toujours deux solutions. 

Corollaire. — On démontrerait, comme on Ta fait pour 
l'ellipse (Prob. V, c), que les points de contact M, M', des deux 
tangentes parallèles MT, M'T', sont symétriques par rapport au 
centre C de l'hyperbole. 

THÉORÈME VIL 

Le produit des dislances FP, F'P', des deux foyers F et ¥' d'une 
hyperbole à une tangente quelconque PF est constatU. 

Sur Taxe transverse A A' de l'hyperbole comme diamètre, 
je décris une circonférence qui passe par les projections P 
etP' des foyers sur la tangente (IV). Soit F le second point 
d'intersection de cette circonférence et de la droite FP'; je tire 
la droite PF'. L'angle inscrit PFP" étant droit, la corde PP" 
est un. diamètre du cercle CP; elle passe donc par le centre C, 
et les triangles CFP, CF'P", sont égaux, parce qu'ils ont un 
angle opposé au sommet compris entre deux côtés égaux cha- 
cun à chacun. J'en conclus l'égalité des 
côtés FP, F'F', et, par suite, celle des 
produits FPxF'F, F'F'xF'F. Or, d'a- 
près une propriété du cercle (P., 23, VI), 
le dernier de ces produits est égal à 
F'AxF'A'; on a donc 
PF x FF = {c + a)(c — a) = c i — a' l = 6». 

Corollaire.— Si je mène de chaque foyer une parallèle à la 
tangente PF jusqu'à la rencontre de la perpendiculaire tracée 
du centre C sur cette tangente, les triangles rectangles FCE, 
F'CG, sont égaux, parce qu'ils ont l'hypoténuse égale et un 
angle aigu égal. Il en résulte aussi 1° que les côtés CG, CE, sont 
égaux; 2° que la droite F'P' est égale à la somme des hgnes 
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CD, CG, et la droite FP égale à la différence des mêmes lignes. 
Par conséquent on a : 

¥'& x FP = (CG -f CD)(CG — CD) = CG 4 — CD*. 
De là ce théorème : La différence des carrés des distances du 
centre d'une hyperbole à une tangente et à sa parallèle menée 
par un foyer est constante. 

THÉORÈME VIII. 

Le lieu géométrique des sommets des angles droits circonscrits 
à Vhyperbole est une circonférence de cercle, ayant le même 
centre que cette courbe. 

Démonstration analogue à celle du théorème correspondant 
de l'ellipse (VII). 

Le rayon de la circonférence est égal à yj a*— 6% de sorte que 
le lieu géométrique demandé n'existe que pour les hyperboles 
dont l'axe transverse 2a est plus grand que l'axe non transverse. 
Ce lieu géométrique se réduit à un point lorsque l'hyperbole 
est équilatère. On peut vérifier facilement ces diverses consé- 
quences sur une figure. 

Je propose sur l'hyperbole les exercices suivants qui sont 
analogues aux problèmes relatifs à l'ellipse et dont la démon- 
stration se fait de la même manière. 

1. Décrire une hyperbole dont les foyers et un point sont 
donnés. 

2. Quel est le lieu géométrique des points également éloi- 
gnés de deux circonférences dont l'une n'est pas intérieure à 
l'autre ? 

3. Construire une hyperbole dont on connaît la longueur 
des axes, un foyer et un point. 

, b. Le carré d'un diamètre quelconque de l'hyperbole est 
égal au carré de la somme des rayons vecteurs menés à l'une 
des extrémités de ce diamètre, diminué du carré de Taxe non 
transverse. 

5. La différence du carré de la dislance d'un point de l'hy- 
perbole à son centre et du produit des deux rayons vecteur» 
de ce point est constante. 
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" 6. Construire une hyperbole dont les .deux foyers et une 
tangente sont donnés. 

7. Construire une hyperbole dont trois tangentes et un foyer 
sont donnés. 

8. Tracer une hyperbole dont on connaît un foyer, deux 
tangentes et l'un des points de contact. 

9. Tracer une hyperbole dont on connaît un foyer, une tan- 
gente et deux points. 

10. Construire une hyperbole dont on connaît la longueur 
de Taxe transverse, le centre et deux tangentes. 

11. Construire une hyperbole dont on connaît un sommet, 
un foyer et une tangente. 

12. Deux hyperboles égales ont leurs axes transverses situés 
sur la même ligne droite et sont tangenles. Si l'on fait rouler 
l'une de ces hyperboles sur l'autre de manière que leur point 
de contact soit toujours également éloigné des deux sommets 
par lesquels ces courbes se touchaient d'abord, quel sera 
le lieu géométrique de chaque foyer de l'hyperbole mobile ? 

13. Quels sont les lieux géométriques des sommets des dif- 
férents trapèzes qu'on peut construire sur une base donnée, 
avec cette double condition que l'autre base ait une longueur 
donnée et que la différence des deux côtés non parallèles soit 
aussi donnée? 

Quel est le lieu géométrique des points de rencontre des 
côtés non parallèles de ces trapèzes?— Quel est le lieu géomé- 
trique des intersections de leurs diagonales. 

14. Étant donnés un cercle et un point extérieur, si sur cha- 
cun des diamètres de ce cercle on décrit une hyperbole ayant 
ce diamètre pour axe transverse et passant par le point donné, 
quel sera le lieu géométrique des foyers de ces hyperboles? 

d5. Soient MT, MT', deux tangentes menées par le point M à 
une hyperbole dont les foyers sont F et F; si on prend sur ces 
tangentes les longueurs MO, MO', respectivement égales aux 
distances MF, MF', la droite 00 / sera égale à l'axe transverse de 
l'hyperbole. 

16. Le carré de la distance du foyer F de l'hyberbole à une 
tangente et le carré de la moitié de l'axe transverse sont dans 
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le même rapport que les rayons vecteurs FM, F'M, du point de 
contact M de la tangente. 

17. Si un angle est circonscrit à une hyperbole, la portion 
d'une tangente mobile comprise entre les côtés de cet angle 
est vue de chaque foyer sous un angle constant. 

18. Le rectangle des segments interceptés par l'axe transverse 
d'une hyperbole et une tangente mobile sur les deux tangentes 
menées aux sommets de cette courbe est constant. 

19. Le lieu géométrique des sommets des angles droits cir- 
conscrits à deux hyperboles homofocales est une circonférence 
concentrique à ces hyperboles. 

20. Le lieu géométrique des sommets des angles droits cir- 
conscrits à une ellipse et à une hyperbole homofocales est une 
circonférence concentrique à ces deux courbes. 

21 . Une ellipse et une hyperbole homofocales se coupent 
sous des angles droits. 

22. Construire les points de rencontre d'une ligne droite et 
d'une hyperbole dont on ne connaît que les foyers et l'axe 
transverse. 

Toute droite parallèle à l'une des asymptotes ne rencontre 
l'hyperbole qu'en un point. 

23. Construire une hyperbole dont on connaît un foyer, une 
asymptote et la longueur de l'axe transverse. 

24. Construire une hyperbole dont une asymptote, une tan- 
gente et un foyer sont donnés. 

25. Démontrer que le quadrilatère, formé par les rayons 
vecteurs des deux points dans lesquels une tangente quelcon- 
que à l'hyperbole rencontre les asymptotes de cette courbe, 
est inscriptible. 
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CINQUIÈME ET SIXIÈME LEÇON. 

Programme : Définition de la parabole par la propriété du foyer et de la 
directrice.— Tracé de la courbe par points et d'un mouvement continu. 
— Axe.— Sommet.— Rayon vecteur.— La tangente fait des angles égaux 
avec la parallèle à Taxe et le rayon vecteur, menés par le point de con- 
tact.— Mener la tangente à la parabole, *• par un point pris sur la courbe ; 
2° par un point extérieur. — Normale. — Sous-normale. — Le carré de 
la corde perpendiculaire à Taxe est proportionnel à la distance de cette 
corde au sommet. 



DÉFINITIONS. 



La parabole est une courbe plane dont chacun des points 
est également éloigné d'un point fixe et d'une droite fixe, situés 
dans son plan.— Le point fixe se nomme foyer, et la droite fixe, 
directrice. 

On appelle rayon vecteur d'un point de la parabole la droite 
qui joint ce point au foyer. 



PROBLl 



[. 



Décrire par points, ou d'un mouvement continu, une parabole 
dont la directrice et le foyer sont donnés. 

\° Tracé par points. Soient DH la 
directrice et F le foyer de la para- 
bole qu'il s'agit de construire par 
points; j'abaisse du foyer la perpen- 
diculaire FD sur la directrice, et je 
fais remarquer que le milieu A de la 
droite DF est le seul point de cette 
ligne également éloigné du foyer et de 
la directrice; il appartient donc à la 
parabole qui n'a pas d'autre point commun avec DF. 
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Pour déterminer un autre point de la parabole, je prends 
sur la droite DF une longueur quelconque DP plus grande 

que DA, et j'élève par le point P la 
perpendiculaire MM' sur la droite DF. 
Je décris ensuite du foyer comme 
centre, avec un rayon égal à DP, un 
arc de cercle qui coupe la droite MM' 
aux deux points M et M', car la dis- 
tance FP de cette droite au centre F est 
moindre que DP, c'est-à-dire moindre 
que le rayon du cercle; chacun des 
points M, M 7 , appartient à la parabole. En effet, la perpendicu- 
laire MU menée du point M sur la directrice est égale à DP 
ou à MF ; par conséquent, le point M est également distant de 
la directrice et du foyer; il en est de même du point M'. Cela 
posé, en faisant varier la grandeur de DP et, par suite, la po- 
sition de la sécante MM', je détermine autant de points de la 
parabole que je veux; je les unis ensuite par un trait con- 
tinu qui représente d'autant mieux la parabole que ces points 
sont plus nombreux. 

Il résulte de cette construction que la parabole est composée 
de deux branches AM, AM', qui parlent du point A, et vont en 
s'éloignant indéfiniment du foyer et de la directrice ; car la dis- 
tance DP de la directrice et de sa parallèle MM 7 peut croître, à 
partir de DA, au delà de toute limite, sans que le cercle décrit 

du point F comme centre avec le rayon 
DP cesse de couper la droite MM'. 

Remarque. — Au lieu de déterminer 
les points de la parabole en coupant 
cette courbe par des parallèles à la 
directrice, on peut employer aussi des 
perpendiculaires à cette droite. En 
effet, si je mène d'un point quelcon- 
que H de la directrice la perpendicu- 
laire HC sur cette ligne, et que je tire ensuite la droite HF, la 
perpendiculaire TT 7 élevée au milieu de la droite HF rencon- 
tre la droite HC en un point M situé sur la parabole; car les 
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dislances MF et MH sont égales. Il résulte de cette construction 
que la parabole n'est coupée qu'en un seul point par une perpen- 
diculaire à la directrice. 

2° Tracé d'un mouvement con- 
tinu. La parabole ayant deux 
branches infinies, il est évident 
qu'on ne peut décrire d'un mou- 
vement continu qu'une portion 
très-petite de cette courbe, dans 
le voisinage de son foyer. Voici 
comment on opère : on place 
le bord d'une règle sur la di- 
rectrice DE, et l'on applique 
contre cette règle le plus petit 
côté HK de l'angle droit d'une 
équerre GHK; on prend ensuite 
un fil dont la longueur soit 
égale à l'autre côté GH de l'angle 
droit, puis on attache Tune de ses extrémités au sommet G de 
l'équerre et l'autre au foyer F de la parabole. On fait alors 
glisser l'équerre le long de la règle, en appliquant contre l'é- 
querre, avec une pointe ou un crayon, le fil qu'on tient tou- 
jours tendu. L'arc de courbe que la pointe décrit de cette ma- 
nière est un arc de parabole. En effet, la longueur GM + MF du 
fil étant égale par hypothèse au côté GH ou GM + MH de Té- 
q uerre, la distance MF est constamment égale à la distance MH, 
de sorte que le point M est également éloigné de la directrice 
et du foyer. 

Après avoir tracé la branche AM par ce mode de construc- 
tion, il faut retourner l'équerre et recommencer l'application 
du môme procédé pour décrire la branche inférieure. 

Corollaire. — La parabole a pour axe de symétrie la perpen- 
diculaire menée de son foyer sur sa directrice. 

En effet, considérons deux points quelconques M, M', de la 
parabole , déterminés par l'intersection de la droite MM' 
parallèle à sa directrice, et du cercle qui a le foyer F pour 
Am. 2-2 
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centre et la droite DP pour rayon. La perpendiculaire FP menée 
du centre de ce cercle sur la corde MM 7 divise cette corde en 

deux parties égales (P., 12, I); donc 
les points M et M' sont symétriques 
par rapport à la droite DF, et cette 
droite est un axe de symétrie de la 
parabole. 

Le point A où cet axe coupe la para- 
bole est le sommet de cette courbe. 
On appelle paramètre de la parabole 
la droite FD qui mesure la distance 
du foyer à la directrice. Celte droite seule détermine la parabole. 

THÉORÈME I. 

Les points extérieurs à ta parabole sont moins éloignés de la 
directrice que du foyer; les points intérieurs sont au contraire 
plus éloignés de la directrice que du foyer. 

1° Soit N un point extérieur à la parabole; je mène, par 

ce point et parallèlement à Taxe, la 
droite NQ qui coupe la courbe au 
point M et la directrice au point Q; je 
tire ensuite les droites FM et FN. Le 
rayon vecteur MF, ou la droite MN+NQ 
qui lui est égale, parce que le point M 
appartient à la parabole, est moindre 
que la ligne brisée MN+ NF; il faut 
donc qu'on ait 
NQ < NF. 

2° Soit N' un point intérieur; je mène la droite N'Q parai- 
èle à Taxe. Celte droite rencontre la directrice au point Q et 
la parabole au point M dont je trace le rayon vecteur FM. La 
ligne brisée N'M+MF est plus grande que la droite N'F; or les 
droites MF, MQ, sont égales, parce que le point M est sur la para- 
bole; on a donc 

N'M + MQ>N'F, 
ou N'Q>N F. 
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THÉORÈME IL 

La parabole peut être considérée comme la limite vers laquelle 
tend une ellipse dont Vun des foyers s'éloigne indéfiniment de 
Vautre, supposé fixe avec le sommet voisin. 

Soient F et F' les foyers d'une 
ellipse dont le grand axe est AA'; 
du point F comme centre je dé- 
cris un cercle avec un rayon 

il 

F'E égal à AA', et je suppose 
que, les points A eiF restant fixes, 
le foyer F' s'éloigne indéfini- 
ment de l'autre foyer F. L'ellipse 
se change alors en une courbe 
ouverte GAH, ayant deux bran- 
ches infinies AG, AH, et le cer- 
cle FE se confond avec sa tangente DD' au point E, où il 
coupe la droite AF; car la dislance AE est égale à AF et, par 
suite, constante. Or, quelle que soit la position du point F 7 , 
tout point M de l'ellipse est également distant du point F et du 
cercle F'E (Courbes usuelles, 1, III, c); par conséquent, chaque 
point M de la courbe GAH, limite de l'ellipse, est aussi égale- 
ment distant du point F et de la droite DD', limite du cercle 
F'E. La courbe GAH est donc une parabole. 

Corollaire.— Le théorème précédent sert à déduire les pro- 
priétés de la parabole des propriétés déjà connues de l'ellipse. 
Si ces dernières dépendent explicitement des axes a, b, de l'el- 
lipse et de l'excentricité c, on désigne par p le paramètre EF 
de la parabole, et Ton a : 

» 

et 6* = ^— c' = p^c-f 

En remplaçant dans la relation donnée les quantités a, b, par 
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les valeurs qui précèdent, et supposant ensuite c= qo , on trou- 
vera la propriété correspondante de la parabole. . 

Remarque.— On démontrerait de même que la parabole 
peut aussi être considérée comme la limite vers laquelle tend une 
hyperbole dont Vun des foyers s'éloigne indéfiniment de Vautre, 
supposé fixe avec le sommet voisin. 



Une ligne droite ne peut rencontrer une parabole en plus de 
deux points. 

Ce théorème résulte évidemment de ce que la parabole peut 
être considérée comme une ellipse dont le grand axe est infini. 



La tangente à la parabole fait des angles égaux avec la pa- 
rallèle à Vaxe et le rayon vecteur, menés par le point de c<m- 



Ce théorème est une conséquence évidente de ce que la para- 
bole (voir la figure précédente) est la limite d'une ellipse dont 
le foyer F' s'éloigne indéfiniment de l'autre foyer F, supposé 
fixe avec le sommet voisin A; car le rayon vecteur MF 7 d'un 
point quelconque M de l'ellipse tend à devenir parallèle à Taxe 
AF. Néanmoins je vais donner une démonstration directe de 
ce théorème. 



THÉORÈME HT. 



THÉORÈME IV. 



tact. 




Soient F le foyer et DIK la di- 
rectrice d'une parabole; je dis 
que la droite MT qui la touche 
au point M fait des angles égaux 
avec le ravon vecteur MF et la 
droite MG, menée parallèlement 
à Taxe par le point M. Pour le 
démontrer, je tire du point M 
une sécante quelconque MM 7 , 
qui rencontre la directrice au 
point E, et je fais remarquer 
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que la droite EF divise en deux parties égales l'angle MFN ex- 
térieur au triangle FAIM 7 . En etlet, des points M et M' je tire les 
droites MC, M 7 C 7 , perpendiculaires à la directrice, et j'ai : 

EM MC 
EM 7 ~" M'C 7 ' 

Or, les droites MC, MF, sont égales, ainsi que les droites M 7 C 

M'F, puisque les points M et M' sont 
situés sur la parabole; donc 
EM___ MF 
EM' M 7 F * 

* 

ce qui exige que la droite EF soit la 
bissectrice de l'angle MFN extérieur 
au triangle M FM 7 (P. 20, IV). 

Je suppose maintenant que le 
point M' se rapproche indéfiniment 
du point M, l'angle MFN augmente et a pour limite deux 
angles droits; par conséquent, la bissectrice de cet angle tend 
à devenir perpendiculaire au rayon vecteur FM. De là je con- 
clus que la tangente MT et la perpendiculaire FE', menée par 
le foyer F sur le rayon FM du point de contact, rencontrent la 
directrice au même point E 7 . Les triangles rectangles MFE 7 , 
MCE 7 ont dès lors l'hypoténuse ME 7 commune et les côtés MC, 
MF égaux l'un à l'autre; donc ils sont égaux, et l'angle E'MF est 
égal à l'angle E 7 MC, ou à son opposé au sommet TMG. 

Corollaire I. — Le point de contact M de la tangente MT et 
le point H où cette droite coupe l'axe de la parabole sont égale- 
ment éloignés du foyer. 

En effet, l'angle FMH est égal à l'angle GMT, puisque la 
droite MT est tangente à la parabole. Or, les angles GMT, 
FHM sont égaux comme correspondants; donc l'angle FMH 
est égal à l'angle FHM^ et le côté FH du triangle FMH égal au 
côté FM. 



Corollaire IL— la tangente au sommet de la parabole est 
perpendiculaire à Vaxe. 
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On peut résoudre ce problème de deux manières diffé- 
rentes : 

1° Je mène par le point M la droite 
MH parallèle à Taxe jusqu'à la ren- 
contre de la directrice en H, et je di- 
vise l'angle FM H en deux parties éga- 
, les. La bissectrice MO est la tangente 
demandée (III). 

2° Je prends sur Taxe, à partir du 
foyer F et dans le sens FA, la longueur 
FO égale au rayon vecteur FM du 
point de contact, et je tire la droite MO. Cette ligne est tan- 
gente à la parabole, puisqu'elle fait des angles égaux avec Taxe 
et le rayon vecteur du point de contact (III, c). 
Cette seconde construction est plus simple que la première. 




PROBLEME III. 

Mener une tangente à la parabole par un point P extérieur 
à cette conrbe. 

Je décris du point P comme centre, 
avec un rayon égal à la dislance PF de 
ce point au foyer F de la parabole un 
cercle qui coupe la directrice en deux 
points N et N'; car le point P, extérieur 
à la parabole, est plus éloigné du foyer 
que de la directrice (I). Je tire ensuite 
les droites FN, FN', et j'abaisse du point 
P les perpendiculaires PM, PM', sur ces 
droites. 

Les lignes PM, PM', sont tangentes à la parabole (IV). Pour 
avoir leurs points de contact M, M', je mène des parallèles à 
Taxe par les points N, N', jusqu'à la rencontre de PM et PM'. 

Remarque. — On peut mener par un point extérieur à la 
parabole deux tangentes à cette courbe. 




Corollaire. — Si d'un point P extérieur à la parabole on 
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mène deux tangentes à cette courbe, 1° ces tangentes font des 
angles égaux avec la droite PF et la parallèle à l'axe, menée 
par le point P; 2° la droite PF divise en deux parties égales 
1 angle formé par les rayons vecteurs des deux points de contact. 

C'est une conséquence évidente de la propriété correspon- 
dante de l'ellipse (i, III, c). La démonstration directe de celte 
propriété n'offre aucune difficulté. 

PROBLÈME IV. 

Mener à la parabole une tangente parallèle à une droite donnée. 

J'abaisse du foyer la perpendiculaire 
FH sur la droite donnée, et je la pro- 
longe j usqu'à la ren con tre de la d i rec- 
trice en H, puis j'élève la perpendicu- 
laire TT' au milieu de la droite FH. 
Cette perpendiculaire est tangente à 
la parabole (V) ; j'obtiens son point de 
contact M en menant par le point H 
la droite HC parallèle à l'axe. 

5" Remarque.-— On ne peut mener à la parabole qu'une tan- 
gente parallèle à une droite donnée. 




THÉORÈME VI. 

La normale en un point donné M d'une parabole divise en 

deux parties égales Vangle que for- 
ment la parallèle à Vaxe et le rayon 
vecteur, menés par ce point. 

Je mène par le point M la tangente 
MT et la droite MN perpendiculaire à 
celte tangente. Les angles FMO,KMT, 
que la droite MT fait avec le rayon 
vecteur FM et la droite MK parallèle 
à Taxe, étant égaux, leurs complé- 
ments FMN, KMN, le sont aussi; donc 
la normale MN divise l'angle FMK en deux parties égales. 
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Remarque— Si l'on projette sur Taxe de la parabole la por- 
tion MN de la normale, comprise 
entre Taxe et la courbe, la projection 
PN se nomme sous-normale. 

Corollaire \.— Dans la parabole, 
la sous-normale PN est constante et 
égale au paramètre FD. 

Je prolonge la droite KM jusqu'au 
point H où elle coupe la directrice, 
et je tire la droite FH. Les deux tri- 
angles rectangles MNP, FDH, sont 
égaux, parce qu'ils ont deux côtés 
égaux chacun à chacun : en effet, les côtés MP, HD, sont paral- 
lèles et compris entre les droites parallèles DF et HM; il en est 
de môme des hypoténuses MN, FH, qui sont Tune et l'autre 
perpendiculaires à la tangente MT et, dès lors, parallèles. Par 
conséquent, les deux autres côtés PN et FD sont égaux, c'est-à- 
dire que la sous-normale PN est égale au paramètre FD de la 
parabole. 

Corollaire IL — Le carré d'une corde MM' perpendiculaire 
à l'axe de la parabole est proportionnel à la distance AP de 
celte corde au sommet A. 

On a MM' , = 4MP% puisque le point P est le milieu de MM', 
or, le triangle MNO étant rectangle, la perpendiculaire MP 
abaissée du sommet M de l'angle droit sur l'hypoténuse est 
moyenne proportionnelle entre les deux segments PN, PO, de 
ce côté (P., 23, 1), c'est-à-dire entre la sous-normale PN qui 
égale le paramètre p de la parabole (V, c) et la sous-tangente 
PO qui est le double de la distance AP du sommet à la corde 
I' (IV, c). On a dès lors 



MM" 



MM' l =8pxAP; 



le rapport -j=j- égale par suite 8p; il est donc constant. 

THÉORÈME VII. 

Le lieu des sommets des angles droits circonscrits à la para- 
bole est la directrice. 
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Ce théorème est une conséquence du théorème correspon- 
dant de l'ellipse (4, VI). 
Il est d'abord évident que le cercle concentrique à l'ellipse, 

et décrit avec le rayon / a'-f b x , se change en une droite per- 
pendiculaire à l'axe focal , lorsque l'un des foyers de l'ellipse 
s'éloigne indéfiniment de l'autre, supposé fixe avec le sommet 
voisin. Je remarque ensuite que la distance du foyer fixe à 
cette droite est la limite vers laquelle tend la distance 

/ a*+6*— c du même foyer à la circonférence concentrique à 
l'ellipse, lorsqu'on suppose c = 00 et les lignes a, b, c, lices par 
les relations (II, c) : 

a = c + t, &1=p ( c+ ?), 

dans lesquelles p désigne la distance du foyer et du sommet 
fixes. 

On a successivement : 



26* 



et, par suite, 



1 b* 



+ 1. 



Or, en supposant c = 00 , et remarquant qu'il résulte des va- 
leurs précédentes de a et 6 que 

limite (7) = 1 > Urnite ÇÇ) = p, limite = 0, 
on trouve : 

limite (y/â^ÇF— c) = 7^7= p. 

1 -j~ I 

Donc le lieu des sommets des angles droits circonscrits à la 
parabole est la directrice. 

Remarque. — La démonstration directe de cette proposition 
n'offre aucune difficulté; elle conduit à ces deux conséquences 
remarquables : 1° La droite qui joint les points de contact des 
côtés de chaque angle droit passe par le foyer; 2° cette droite est 
perpendiculaire à celle qui joint le foyer au sommet de ï angle. 
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PROBLÈMES. 

f. Construire une parabole dont on connaît la directrice et 
deux points, ou le foyer et deux points. 

2. Quel est le lieu géométrique des foyers des paraboles qui 
ont la même directrice et un point commun? 

3. Quel est le lieu géométrique des points également distants 
d'une droite et d'une circonférence de cercle? 

A. Quel est le lieu géométrique des foyers des paraboles qui 
ont la même directrice et une tangente commune?— Trouver 
le lieu géométrique des sommets des mêmes paraboles. 

5. Construire une parabole dont on connaît la directrice et 
deux tangentes, ou le foyer et deux tangentes. 

6. Tracer une parabole dont on connaît la tangente au som- 
met et deux autres tangentes. 

7. Quel est lieu des foyers des paraboles qui ont trois tan- 
gentes communes? 

8. Décrire une parabole qui touche quatre droites données. 

9. Trouver les points de rencontre d'une droite et d'une pa- 
rabole donnée par son foyer et sa directrice. 

10. La droite qui divise en deux parties égales le supplément 
de l'angle des rayons vecteurs de deux points M et M' d'une 
parabole coupe la directrice au même point que la sécante 
MM'. 

H. La tangente en un point de la parabole et la perpendi- 
culaire menée par le foyer sur le rayon vecteur du point de 
contact se rencontrent sur la directrice. 

12. Décrire une parabole dont on connaît un point, une tan- 
gente et le foyer ou la directrice.— Cas particulier dans lequel 
le point donné est sur la tangente. 

43. Les carrés des perpendiculaires menées du foyer sur 
deux tangentes à la parabole sont proportionnels aux rayons 
vecteurs des deux points de contact. 

14. Inscrire un cercle dans un segment de parabole, déter- 
miné par une corde perpendiculaire à l'axe. 

45. Quel est le lieu géométrique des points tels que la somme 
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ou la différence des distances de chacun d'eux à un point et à 
une droite fixes soit constante? 

16. Si par le foyer d'une parabole on mène une perpendi- 
culaire à son axe, et que l'on prenne, à partir du foyer, sur 
cette perpendiculaire, deux longueurs égales, le trapèze formé 
en abaissant de leurs extrémités des perpendiculaires sur les 
tangentes est constant. 

17. Si des différents points N d'une tangente CM à une pa- 
rabole on mène deux droites, l'une NF au foyer F, l'autre NB 
tangente, l'angle FNB de ces deux droites est constant. 

18. Si des différents points K d'une corde de contact de deux 
tangentes AC, AB, à une parabole, on mène deux parallèles 
KD, KE, aux deux tangentes, il en résulte un parallélogramme 
dont la diagonale DE est tangente à la parabole. 

19. La distance du foyer d'une parabole au sommet d'un 
angle circonscrit à cette courbe est moyenne proportionnelle 
entre les rayons vecteurs des points de contact des côtés de cet 
angle. 

20. Si un angle est circonscrit à une parabole, une tangente 
mobile coupe les deux côtés de cet angle en deux points tels 
que le produit de leurs distances au foyer de la parabole est 
directement proportionnel à la distance du foyer au point de 
contact de la tangente mobile. 

21. Lorsqu'un quadrilatère est circonscrit à une parabole, 
le produit des distances du foyer à deux sommets opposés du 
quadrilatère est égal au produit des distances du foyer aux deux 
autres sommets. 

22. Étant donnés sur un plan deux points fixes A, B, et un 
système de paraboles ayant le même foyer F, si l'on mène par 
les points A et B quatre tangentes à l'une de ces paraboles, le 
produit des rayons vecteurs des quatre points de contact est 
constant, quelle que soit la parabole que l'on considère. 

23. Si deux points d'une parabole sont en ligne droite avec 
le foyer de cette courbe, le produit de leurs distances à la di- 
rectrice est dans un rapport constant avec la longueur de la 
droite qui joint ces deux points. 

24. Des extrémités M et M' d'une corde passant par le foyer 
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F d'une parabole, on abaisse les perpendiculaires MP, M'F, sur 
une droite fixe, située dans le plan de la parabole, et Ton pro- 

A A • i 1 MP , M ' P/ l 

pose de démontrer que la somme — -f — — ,- est constante. 

Mb MF 

25. Si une sphère est inscrite dans un cône, tout plan tan- 
gent à cette sphère, et parallèle à une seule génératrice du 
cône, coupe la surface conique suivant une parabole. Cette 
courbe a pour foyer le point de contact du plan tangent, et 
pour directrice l'intersection du plan tangent et du plan de la 
circonférence suivant laquelle le cône touche la sphère. 

26. La perspective d'un cercle sur un plan non parallèle à 
celui du cercle est une ellipse, ou une hyperbole, ou bien une 
parabole. — On démontrera ce théorème en supposant l'œil 
placé en un point de la perpendiculaire élevée par le centre 
du cercle sur son plan. 
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Programme : Définition de Phélice, considérée comme résultant de Penrou- 
lement du plan d'un triangle rectangle sur un cylindre droit à base cir- 
culaire. — La tangente à l'hélice fait avec Parète du cylindre un angle 
constant. — Construire la projection de Phélice et de la tangente sur un 
plan perpendiculaire à la base du cylindre. 



DÉFINITIONS. 

1. On appelle surface déveîoppabîe toute surface qu'on peut 
étendre sur un plan sans déchirure ni duplicature. 
• Une surface engendrée par le mouvement d'une ligne droite 

estdéveloppable, si deux positions consécutives quelconques de 
cette génératrice recliligne sont comprises dans un même plan. 
Telles sont les surfaces cylindriques et les surfaces coniques. 

Si Ton pose un cylindre 
droit à bases circulaires 
sur un plan, de manière 
qu'il le touche par sa sur- 
face convexe, il est évi- 
dent qu'après avoir fendu 
cette surface suivant une 
position de sa génératrice 
recliligne, et l'avoir déta- 
chée des deux bases du cylindre, on peut l'étendre sur le plan 

• 
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de sorte qu'elle prenne la forme d'un rectangle, ayant pour 
base une droite égale à la circonférence de la base du cylindre 
et pour hauteur la hauteur même de ce corps. On énonce ordi- 
nairement ce fait de la manière suivante : Le développement 
de la surface convexe d'un cylindre droit sur un plan est un 
rectangle qui a pour dimensions la hauteur du cylindre et la 
longueur de la circonférence de sa base. 

2. On démontre dans le cours supérieur de mathématiques, 
et j'admettrai comme évident que les tangentes menées par un 
point d'une surface courbe à toutes les lignes qu'on peut tracer 
par ce point sur cette surface sont comprises dans un même 
plan. Ce plan s'appelle plan tangent. 

Il résulte de cette définition que, pour mener un plan tan- 
gent à une surface en un point donné M, il suffit de mener les 
tangentes à deux lignes tracées par ce point sur la surface, et 
de faire passer un plan par ces deux tangentes.— Si la surface 
peut être engendrée par le mouvement d'une ligne droite, 
comme le cylindre et le cône, le plan tangent en un point 
quelconque de cette surface contient la génératrice rectiligne 
qui passe par ce point; car cette ligne est elle-même sa tangente. 

3. Soit ADQP le rectangle qu'on obtient en développant sur 

un plan la surface con- 
vexe du cylindre droit 
ABCD à base circulaire. 

s Si l'on divise sa hauteur 
AD en parties égales AE, 
b EF,... et, qu'après avoir 
pris sur le côté opposé PQ 
f une longueur PR égale 
à AE, et tiré la droite AR, 
ainsi que ses parallèles ES, FQ,... on enroule le rectangle ADQP 
sur le cylindre; les droites AR,ES, FQ, traceront sur la surface 
convexe du cylindre une courbe continue qu'on appelle hélice. 
Cette courbe est continue, car l'arc formé par la droite AR 
vient aboutir au point E, où commence celui qui forme la 
droite ES; et, ainsi de suite. 
Chacun des arcs AR, ES,... de l'hélice, qui ont leurs extré- 
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mités sur la même génératrice AD de la surface cylindrique et 
font le tour entier du cylindre, se nomme spire. On appelle 
pas de l'hélice la portion constante AE de la génératrice AD, 
comprise entre les extrémités d'une spire. La longueur de la 
circonférence de la base du cylindre, la longueur d'une spire 
de l'hélice tracée sur ce cylindre et le pas de cette hélice sont 
les trois côtés du triangle rectangle APR, dont l'enroulement 
sur. le cylindre produit la spire AR. La connaissance de deux 
des éléments de ce triangle rectangle suffit donc à la détermi- 
nation de l'hélice. 

Il est important de remarquer que la droite AR et ses paral- 
lèles ES, FQ, font le même angle avec toutes les génératrices 
de la surface du cylindre; cet angle n'est autre que ARP. 



THÉORÈME I. 



Le plan, langent à une surface cylindrique ou conique en un 
point donné M, est aussi tangent à celle surface en tout autre 
poinŒde la génératrice rectiligne MN qui passe par le pointM. 
Pour démontrer ce théorème, je trace par les points M et N 

sur la surface proposée, cylindrique ou 
conique, deux lignes quelconques MA, 
NB, et leurs tangentes MS, NT. Je consi- 
dère ensuite une seconde position M'N' 
de la génératrice rectiligne, dans la- 
quelle cette droite rencontre les courbes 
MA, NB, aux points M', N', et je fais re- 
marquer que les droites M'N', MN, sont 
parallèles ou concourantes, selon que 
la surface proposée est cylindrique ou 
conique. Ces droites se trouvent dès lors 
dans un môme plan qui contient les sécantes MM', NN'. Si je 
fais tourner ce plan autour de MN jusqu'à ce que la généra- 
trice ait passé de la position M'N' à la position MN, alors les 
sécantes MM', NN', coïncident respectivement avec les tangentes 
MS, NT. Donc ces tangentes sont comprises dans un même 




Digitized by Go 



COURBES USUELLES.— VIF ET VIII» LEÇON. 349 

plan avec la droite MN, et le plan MNT tangent au point N 
coïncide avec le plan NMS tangent au point M. 

Corollaire. — Pour mener un plan tangent à un cylindre 
ou à un cône en un point donné M, il suffit de tracer par ce 
point la génératrice rectiligne de la surface cylindrique ou 
conique jusqu'à la rencontre de la base, et de mener ensuite 
la tangente à la base par le point d'intersection; le plan déter- 
miné par la génératrice et cette tangente sera le plan tangent 
demandé. 

THÉORÈME IL 

La dislance d'un point M de l'hélice à la base du cylindre est 
proportionnelle à Yarc AM de cette courbe, compris entre la base 
du cylindre et le point M; elle est aussi proportionnelle à la 
projection AN de cet arc sur la base. 

En effet, soit m la position du point M sur la droite AR, lors- 
qu'on développe la sur- 






F 








E 


- 


A 


n 



face du cylindre sur le 
plan DAP; je tire du 
8 point m une parallèle à 
RP, et je la prolonge 
R jusqu'au point n où elle 
rencontre AP. La droite 
t mn est égale à la distance 
MN du point M à la base 
du cylindre, et la droite An égale à la projection de Tare d'hé- 
lice AM sur cette base. 

Cela posé, je conclus de la similitude des triangles rectan- 
gles ARP, Amn, que 

mn _ A m _ An 
îfP~AR"~IP' 

» 

Or, les dénominateurs RP, AR, AP, de ces rapports égaux sont 
constants, quelle que soit la position du point M; donc leurs 
numérateurs mn, Am, An, sont directement proportionnels. 

Corollaire.— Si je désigne par l la longueur AR d'une spire, 
par h le pas RP de l'hélice et par R le rayon OA du cylindre, 
am. 23 
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j'aurai 



et 



rnn = y x Am, 



X An. 



Remarque* — La projection An de l'arc d'hélice AM sur la 
base du cylindre est égale à l'arc de cercle AN, lorsque le point 
M se trouve sur la première spire. Dans l'hypothèse con- 
traire, la droite An surpasse l'arc AN d'autant de circonfé- 
rences que l'arc d'hélice AM fait de fois le tour entier du 
cylindre. 

PROBLÈME I. 

Mener une tangente à hélice par un point pris sur cette courbe. 
Soit MT la tangente au point M de l'hélice AMM' ; cette droite 

est située dans le plan MNT qui touche le 
cylindre suivant la génératrice MN (déf. 2). 
Pour la tracer, il suffit dès lors de connaître 
le point T, où elle rencontre la ligne d'in- 
tersection NT du plan tangent et de la base 
du cylindre. Je dis que la distance du point 
T au point N (distance qu'on appelle ordi- 
nairement la sous-tangente du point N) est 
égale à la projection AN de l'arc d'hélice AM 
sur la base du cylindre. 
En effet, je conduis par la droite MN un 
plan qui coupe la surface du cylindre suivant une seconde 
génératrice M'N'; soient M' et N' les points d'intersection de 
cette droite avec l'hélice et la circonférence de la base du 
cylindre. Je tire les sécantes MM', NN V , qui se rencontrent au 
point K, et je remarque qu'en faisant tourner le plan MNM'N' 
autour de la droite MN jusqu'à ce que la génératrice M'N' se 
confonde avec MN, les sécantes KMM', KNN' deviennent simul- 
tanément tangentes, la première à l'hélice et la seconde à la 
circonférence de la base du cylindre. Par conséquent, la sous- 
tangente NT est la limite vers laquelle tend la quantité varia- 
ble NK. Cela posé, de la similitude des triangles MNK, M'N'K, 
je déduis l'égalité suivante : 
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NK N'K 
MN M'N' ' 
Par une propriété de l'hélice démontrée pré- 
cédemment (!H), on a aussi : 
MN _ M'y 
are AN "~ arc AN' 
En multipliant ces deux égalités membre à 
membre, je trouve ; 

NK ÏW 




et, par suite, 



ou bien 



NK 



arc AN are AN'' 
N'K — NK 



arc AN arc AN' — arc AN 
NK corde IW 



arc AN arc NN' 
Si je suppose maintenant que le point M' vienne coïncider 
avec le point M, Tare de cercle .NN' et sa corde décroissent en 
même temps jusqu'à zéro. Or, on démontre en trigonométrie 
que le rapport du sinus à l'arc tend vers l'unité, lorsque l'arc 
diminue jusqu'à zéro; donc, on a aussi : 

, corde N N' _ | 
"ârcNN 7 """ 
et, par suite, Um. NK = arc AN. 

Pour construire la tangente au point M de l'hélice, il faut 
dès lors prendre sur l'intersection du plan tangent et de la base 
du cylindre, à partir du point N et dans le sens de l'arc NA, 
une longueur NT égale à cet arc, et tirer ensuite la droite MT. 

Corollaire. — La tangente à l'hélice fait un angle constant 
avec la génératrice du cylindre, menée par le point de contact. 

Soient MT la tangente au 
point M de l'hélice AM et NT 
sa projection sur le plan de 
la base; la droite NT étant 
égale à la longueur de l'arc 
AN, si je prends sur le déve- 
loppement rectiligne AU de 
l'hélice une longueur Aro 
égale à l'arc AM de cette courbe, et que j'abaisse du point m la 
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perpendiculaire mn sur la base An du rectangle suivant lequel 
se développe la surface du cylindre, j'aurai 

An = arc AN = NT. 
Donc les triangles MNT, mAn, qui ont un angle droit compris 
entre deux côtés égaux chacun à chacun, sont égaux entre 
eux; l'angle TMN est, par suite, égal à l'angle Amn, c'est-à-dire 
à l'angle constant sous lequel la droite AR, qui engendre Thé- 
lice, coupe toutes les génératrices du cylindre. 

Lorsque l'angle Amn est connu, cette propriété de la tan- 
gente à l'hélice permet d'éviter la rectification de Tare AN pour 
tracer cette droite. En eflVt, on peut alors mener par le point 
M, dans le plan tangent, la droite MT, de manière qu'elle fasse 
avec la génératrice MN l'angle NMT égal à l'angle Amn. 

PROBLÈME II. 

Construire la projection de T hélice et de sa tangente sur un 
plan perpendiculaire à la base du cylindre. 
Dans la résolution de ce problème, je ferai usage des prin- 
cipes suivants de géométrie descrip- 
tive* : 

4° La droite qui joint les deux pro- 
jections d'un même point de l'espace est 
perpendiculaire à la ligne de terre. 

2° La distance d'un point à l'un 
des plans de projection est égale à la 
distance de sa projection sur l'autre 
plan à la ligne de terre. 

Les spires d'une même hélice étant 
des courbes identiques, leurs projec- 
tionssur un plan quelconque sont éga- 
les; aussi je réduirai à la projection 
d'une seule spire l'épure demandée. 

Soient le cercle oa la base du cy- 
lindre proposé, et a l'origine de l'hé- 
lice ; je prends le plan de la base 

* Voir leur démonstration dans mes Applications delà Géométrie élémen- 
taire (Cours jle seconde). 
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du cylindre pour plan horizontal de projection, et je choisis 

le plan vertical de telle sorte que la 
ligne de terre a'd soit parallèle au 
diamètre ac de la base. Le cylindre 
étant droit par hypothèse, il a pour 
projection horizontale le cercle oa, 
et pour projection verticale le rec- 
tangle aWa", dont la base est égale 
au diamètre ac du cercle oa, et 
dont la hauteur est égale au pas a'a" 
de l'hélice. 

Cela posé, je fais remarquer que 
tout point M de l'hélice se projette 
horizontalement en un point m de 
la circonférence oa, et que, si je 
tire du point m la perpendiculaire 
mn sur la ligne de terre, la pro- 
jection verticale du même point M 
se trouve sur cette perpendiculaire, 
au-dessus de la ligne de terre et à une distance de cette ligne 
égale à Mm; il s'agit donc de construire la longueur Mm. Or, 
on a (III) : 




Mm 



a'a" 



arc am cir. oa 
par conséquent, la ligne Mm est une quatrième proportionnelle 
à trois lignes connues. En construisant cette droite et prenant 
nm' égale à sa longueur, j'aurai la projection verticale m' du 
point M. 

On peut abréger beaucoup cette construction, en remarquant 
que si l'on prend l'arc am égal à la moitié, au tiers, au quart... 
de la circonférence oa, la droite Mm sera la moitié, ou le tiers, 
ou le quart..., du pas a'a n de l'hélice. De là résulte cette con- 
struction : Divisez la circonférence oa en un nombre quelcon- 
que de parties égales, par exemple seize; divisez aussi le pas 
a'a" de l'hélice en seize parties égales, et menez par les divi- 
sions correspondantes h et m du pas et de la circonférence une 
parallèle et une perpendiculaire à la ligne de terre. Ces deux 
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droites se rencontrent en un point m', qui sera la projection 
verticale du point de l'hélice ayant le point m pour projection 
horizontale. En réunissant par un trait continu a'm'a" les seize 
ainsi obtenus, vous aurez la projection demandée. 

On rectifie le tracé de cette pro- 
jection en construisant la tangente 
en chacun des points déterminés par 
la méthode précédente. Pour con- 
struire les projections de la tangente 
en un point quelconque M de Thé- 
lice, je mène la droite mt tangente 
au point m de la base du cylindre. 
Cette droite est la trace horizontale 
du plan tangent au point M et, par 
suite, la projection horizontale de la 
tangente au môme point M de l'hé- 
lice; car le plan tangent est perpen- 
diculaire au plan horizontal de pro- 
jection. Je prends ensuite la droite 
mt égale à tfarc am y c'est-à-dire à la 
sous-tangente du point M (Prob. L); 
par conséquent, le point ( est la trace 
horizontale de la tangente. Je projette ce point sur la ligne de 
terre, et je tire la droite m't 1 ; cette droite est la projection ver- 
ticale de la tangente MT. 

11 est facile de reconnaître, l*que la courbe a'm'a" est symé- 
trique par rapport à la droite qui joint les milieux c ! , f, des 
côtés a' a", de", du rectangle a'c'd'a"; 2° qu'elle est tangente à 
ses côtés dans les points a', a/' et f; 3p que la tangente au 
point df, qui divise en deux parties égales la moitié a f de la 
courbe a'w!a" r coupe cette courbe, c'estpà-dire que l'arc a'd! 
est au-dessous de cette tangente et Tare d'f 1 au-dessus; et qu'il 
en estde même de la tangente au point V de l'arc fa"; i° que 
la distance d'un point quelconque m 1 de la courbe a'm'a! 1 à la 
projection verticale Vd} de l'axe du cylindre est proportion- 
nelle au cosinus de l'arc de cercle a m ; 5° que chacun des 
points dfyb', est un centre de la courbe a' fa", c'est-à-dire que 
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toute corde qui passe par l'un de ces points est divisée par lui 
en deux parties égales. 

PROBLÈMES* 

1. Le plus court chemin de deux points de la surface d'un 
cylindre droit à base circulaire, mesuré sur cette surface elle- 
même, est le plus petit des arcs d'hélice qui joint ces deux points. 

2. Si par un point de l'espace on mène des parallèles aux 
tangentes de tous les points d'une spire d'hélice, ces droites 
formeront une surface conique de révolution. 

3. Si Ton trace par un point d'une surface cylindrique à base 
circulaire deux hélices qui se coupent à angle droit, la circon- 
férence de la (>ase du cylindre est moyenne proportionnelle 
entre les pas de ces hélices. 

Les mêmes hélices divisent la surface du cylindre en qua- 
drilatères égaux. Calculer Taire de l'un de ces quadrilatères en 
fonction des pas des deux hélices. 



FIN DES COURBES USUELLES. 
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COMPLÉMENT 

DE GÉOMÉTRIE 



ANGLES POLYÈDRES 

Programme : Chacun des angles plans qui composent un angle trièdre est 
moindre que la somme des deux autres. — La somme des angles plans 
qui forment un angle polyèdre convexe est toujours moindre que quatre 
angles droits. — Si deux angles trièdres sont formés des mêmes angles 
plans, les angles dièdres compris entre les angles pla ns égaux sont égaux. 



Voir les démonstrations de ces théorèmes dans la VU» leçon de la Géo- 
métrie dans l'espace. 



FIGURES SYMÉTRIQUES 

Programme : Plan de symétrie.— Centre de symétrie.— Dans deux polyèdres 
symétriques, les faces homologues sont égales chacune à chacune, et 
l'inclinaison de deux faces adjacentes, dans l'un de ces solides, est égale 
I l'inclinaison des faces homologues dans l'autre.— Deux polyèdres symé- 
triques sont équivalents. 



DÉFINITIONS. 

1° Deux points a, a', sont symétriquement placés par rapport 
à un plan MN, si ce plan est perpendiculaire 
à la ligne droite aa f et la divise en deux parties 
— - égales. 

fa On dit que deux corps sont symétriques par 

rapport à un plan, lorsque tous les points de 
leurs surfaces sont, deux à deux, placés symé- 
triquement par rapport à ce plan qu'on appelle 
plan de symétrie. 
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2* Deux points a, a', sont symétriquement placés par rapport 

à un troisième c, si le point c se trouve 
a c r au milieu de la ligne droite aaf. 

■ On di t que deux corps sont symétri- 

ques par rapport à un point c, lors- 
que tous les points de leurs surfaces sont, deux à deux, placés 
symétriquement par rapport au pointe qu'on appelle centre de 
symétrie. 

Les points qui se correspondent dans ces deux genres de 
symétrie sont nommés points homologues. 

THÉORÈME Y. 

Si deux figures sont symétriques par rapport à un plan MX. 
et que trois points A, B, C, de Vune soient en Ligne droite, les trois 
points homologues A',B', C, de l'autre sont aussi en ligne droite. 

Les droites AA', BB', CC, qui rencon- 
trent le plan MN aux points a, b, c, sont 
par hypothèse perpendiculaires à ce plan; 
elles sont donc parallèles (E., 3, II # ). 
Le plan mené par les droites AB, AA', 
contient dès lors les droites BB', CC', 
et coupe le plan MN suivant la droite 
ab. Cela posé, je fais tourner le trapèze 
AB&a autour de son côté ab, jusqu'à ce qu'il s'applique sur la 
partie inférieure du plan ABB'A'. La droite aX prend alors la 
direction de aM, puisque ces lignes sont perpendiculaires au 
plan MN; et, comme elles sont égales, le point A coïncide avec 
le point A'. Je prouverais de même que le point B s'applique 
sur TV, et le point C sur C. Or, les trois points A, B, C, sont en 
ligne droite; donc les points homologues A',B', C', sont aussi 
en ligne droite. 

Corollaire L— A une arête rectiligne AB de Tune des deux 
figures symétriques correspond une arête rectiligne A'B' de 
l'autre figure. 
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(E., 3, II) indique le deuxième théorème de la troisième 
leçon de la Géométrie dans l'espace. 
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Corollaire II.— La droite qui joint deux points A, B, est 
égale à celle qui joint les points homologues A', B'. 

Caries côtés AB, A'B', des deux trapèzes égaux ABa&, A'B'aô, 
ont la même longueur. 

THÉORÈME IL 

Si deux figures sont symétriques par rapport à un plan MN, 
et que quatre points A, B, C, D, de l'une soient dans un plan, 
les quatre points homologues A', B', C, LY, de Vautre sont aussi 
dans un plan. 

Ce théorème est évident, si trois des 
points A, B, C, LV, sont en ligne droite, 
puisque les trois points homologues sont 
aussi en ligne droite (I). Je suppose dès 

Z^jj j M j 7 lors que trois de ces points ne soient 

"tl ! i | ! uue droite qui coupe les côtés de l'angle 

D M>UiU abg aux p° inis E > F - Le p° in * £ étant 

r ^^^| sur la droite AB > son homologue E' se 

trouve sur la droite A'B' ; de même, le 
point F, qui est l'homologue de F, fait partie de la droite B'C. 
Or, les trois points D, E, F, sont en ligne droite; donc leurs 
homologues D', E', F', sont aussi en ligne droite, et le point LY 
est dans le plan des trois points A', B', C 

• 

Corollaire L— A une face plane de l'une des deux figures 
symétriques correspond une face plane de l'autre figure, et ces 
faces homologues ont le même nombre de côtésv 

Corollaire II — Deux polyèdres symétriques par rapport à 
un plan ont le même nombre de faces. 

Corollaire IU.— Deux polyèdres sont symétriques par rap- 
port à un plan, lorsque leurs sommets sont, deux à deux, 
placés symétriquement par rapporta ce plan. 

Car tout point M d'une face quelconque ABCD de l'un de ces 
polyèdres a son homologue M' dans la face correspondante 
A'B'CD' de l'autre polyèdre. 
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THÉORÈME III. 



Dans deux polyèdres symétriques par rapport à un plan, 
1° les faces homologues sont égales; 2° l'inclinaison de deux 
faces adjacentes, dans un de ces solides, est égale à l'inclinaison 
de faces homologues dans l'autre; 3° deux angles polyèdres 
homologues sont symétriques. 

i° Soient ABCDE, A'B'C'D'E', deux faces homologues de deux 
polyèdres symétriques par rapport au plan MN; comme ces 



ainsi que les côtés BC, B'C; par conséquent les triangles ABC, 
A'B'C, sont égaux. Je démontrerais de même l'égalité des 
triangles homologues ACD, A'C'iy, et celle des triangles ADE, 
A'D'E'. Les deux faces homologues ABCDE, A'B'C'D'E', sont 
donc égales, puisqu'elles sont composées d'un même nombre 
de triangles égaux et disposés de la même manière. 

Par un raisonnement analogue je prouverais que les autres 
faces homologues des deux polyèdres sont égales. 

2° Je dis que l'inclinaison des deux faces ABCDE, CDFG, de 
l'un des polyèdres est égale à l'inclinaison des faces homolo- 
gues A'B'C'D E', C'D'F'G', de l'autre. Par les deux arêtes DE, DF, 
du premier polyèdre, je mène un plan qui fait un angle trièdre 
avec les faces ABCDE, CDFG. Le plan déterminé par les 
deux arêtes D'E', iyF', du second polyèdre fait aussi un 




F 



faces ont le même nombre de 
côtés (II), je les décompose en 
un même nombre de triangles, 
en tirant des diagonales par 
leurs sommets homologues A 
et A'. Les deux triangles homo- 
logues ABC, A'B'C', ont les trois 
côtés égaux chacun à chacun : 
En effet, le côté AB est égal au 
côté A'B', parce que leurs extré- 
mités sont des points homolo- 
gues (I). Les côtés AC, A'C, sont 
égaux par la même raison, 
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angle trièdre avec les faces A'B'CD'E', C'D'F'G'. Ces deux 
angles trièdres ont les trois angles plans égaux chacun à 
chacun. 

En effet, les angles CDE, C'LVE', sont égaux, comme angles 
homologues des polygones égaux ABCDE, A'B'CD'E'; de même 
les angles CDF, C'LVF', sont égaux, parce qu'ils sont homolo- 
gues dans les polygones égaux CDFG, C'LVFG'. Enfin, si je tire 
les droites EF, E'F, les triangles DEF, LVE'F', qui ont pour 
sommets des points homologues des deux polyèdres sont égaux, 
et l'angle EDF est égal à E'&F'. Par conséquent, l'inclinaison 
des deux faces CDE, CDF, de l'angle trièdre D est égale à l'in- 
clinaison des deux faces homologues C'D'E', CLVF', de l'angle 
trièdre D' (E. 7. IV). 

3° Soient l'angle C formé par les quatre faces BCD, DCG, 
GCH, HCB, de l'un des deux polyèdres, et l'angle C' formé par 
les quatre faces homologues B'C'D', WCG', G'C'H', H'C'B', de 
l'autre polyèdre; je dis qu'ils sont symétriques. En effet, 1° ils 
ont les angles plans égaux chacun à chacun, comme angles 
homologues de faces égales dans les deux polyèdres; 2° leurs 
angles dièdres homologues sont égaux, parce qu'ils mesurent 
les inclinaisons des faces du premier polyèdre et des faces 
homologues du second ; 3° la disposition des parties égales n'est 
pas la même dans ces deux angles polyèdres, car si l'on super- 
posait les deux faces homologues ABCDE, A'B'CD'E', en faisant 
coïncider le côté A'B' avec AB et le côté B'C avec BC, l'un de 
ces angles serait au-dessus du plan ABC et l'autre au-dessous; 
les angles polyèdres C etC sont donc symétriques. 

Corollaire I. — Deux polyèdres symétriques par rapport à 
un plan ne sont pas superposables. 
Car leurs angles polyèdres ne sont pas égaux. 

Corollaire. 11.— Deux polyèdres P, P', sont égaux, s'ils sont 
symétriques à un même polyèdre F' par rapport à deux plans 
différents. 

En effet, les polyèdres P et P" ont leurs faces égales chacune 
à chacune et leurs angles polyèdres symétriques; il en est de 
même des polyèdres F et F'. Par conséquent , les polyèdres P 
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eft F ont les faces égales et les angles polyèdres égaux 
à chacun; donc ils sont égaux. 



THÉORÈME IV. 




Si deux polyèdres P et ¥' sont symétriques par rapport à un 
plan MN, on peut les placer de manière qu'ils soient symétriques 
par rapport à un point quelconque o de ce plan; et récipro- 
quement. 

Soient a, af deux points homologues quelconques des po- 
lyèdres P, P' et b le milieu de la droite aa' 
perpendiculaire au plan MN; j'élève par le 
point o la perpendiculaire xy sur ce plan, 
puis j'abaisse du point a! sur xy la perpen- 
diculaire a'c que je prolonge d'une lon- 
gueur ca" égale à ca'. Je tire ensuite les 
droites oa, oa'', et je dis qu'elles sont égales 
et que l'une est le prolongement de 
l'autre. 

En effet, le côté 06 du rectangle oba l c est égal à ca' ou à ca' 1 , 
et le côté oc égal à ba ou à ba\ par conséquent, les deux 
triangles abo, oca" , ont un angle droit compris entre deux 
côtés égaux chacun à chacun, et sont égaux. J'en conclus l'éga- 
lité de leurs hypoténuses oa, oa", et celles de leur angles oaft, 
a n oc. Or, les angles oab, xoa, étant alternes internes par rap- 
port aux parallèles aa', xy, la somme des deux angles adja- 
cents xoa'', xoa, est égale à la somme des deux angles supplé- 
mentaires xoa" , a 1 ' oc, ou à deux angles droits; donc la droite 
oa" est le prolongement de ao, et les deux points a", a, sont 
symétriquement placés par rapport au point 0. 

Cela posé , je suppose le polyèdre F invariablement lié à la 
droite xy, et je le fais tourner sur cette droite comme axe. 
Dans ce mouvement de rotation, la droite ca' perpendiculaire 
à Taxe xy engendre un plan (E., i, III, c), et le point a' vient 
se placer au point a", après avoir décrit une demi -circonfé- 
rence dans ce plan. Gomme il en est de même de chacun des 
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points du polyèdre F, on voH que si ce polyèdre tourne sur la 
droite xy jusqu'à ce qrae chacun de ses points ait décrit une 
demi-circonférence, il sera symétrique, dans sa dernière posi- 
tion, au polyèdre P par rapport au point o, puisque les points 



Réciproquement : Si deux polyèdres P et F' sont symétriques 
par rapport à un point o, on peut les placer de manière qu'ils 
soient symétriques par rapport à un plan quelconque MN pas- 
sant par ce point. 

J'élève parle point o la perpendiculaire a- y sur le plan MN, et 
je fais tourner le polyèdre F' autour de cette droite comme axe, 
jusqu'à ce que chacun de ses points ait décrit une demi-circon- 
férence. Je démontrerais ensuite par un raisonnement ana- 
logue au précédent que, dans sa nouvelle position, le polyèdre 
F' est symétrique au polyèdre P par rapport au plan MN. 

Corollaire I.— Un polyèdre n'a qu'un symétrique , quelle 
que soit la manière dont on construise ce dernier polyèdre. 



A UlJJL^ / symétriques par rapport au point dinler- 
\ J^_^J section 0 de ses diagonales. 

B c . Car le point 0 divise chacune des dia- 
gonales du parallélipipède en deux parties égales. 



Deux polyèdres symétriques P et F peuvent être décomposés 
en un même nombre de pyramides symétriques. 

Je place les deux polyèdres P et P' de manière qu'ils soient 
symétriques par rapport à un plan MN; je prends un point 
quelconque 0 à l'intérieur du premier et je détermine son 
homologue 0' dans le second. Je décompose ensuite le polyèdre 
P en autant de pyramides qu'il a de faces, en menant des 1 





Corollaire II. — Le plan déterminé 
par deux arêtes opposées BLV, DB', d'un 
parallélipipède ABCDA'B'C'D' divise ce 
polyèdre en deux prismes triangulaires, 
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plans par le point 0 et chacune des arêtes de sa surface; je 
décompose de même le polyèdre F en autant de pyramides 
qu'il a de faces, en menant des plans par le point 0' et cha- 
cune des arêtes de sa surface. Ces polyèdres contiennent le 
même nombre de pyramides, puisqu'ils ont le même nombre 
de faces; et ces pyramides sont deux à deux symétriques, car 
leurs sommets sont symétriquement placés par rapport au 
plan MN (II, c. m). 

Corollaire.— Si Ton mène les diagonales homologues dans 
les faces homologues des polyèdres P et P>, ces polyèdres peu- 
vent être considérés comme composés d'un même nombre de 
tétraèdres symétriques, ayant pour sommets les points homo- 
logues 0 et O 7 . 

• 

THÉORÈME VI. 

Deux polyèdres symétriques sont équivalents. 

Soient d'abord deux pyramides symétri- 
ques ; je les place de manière que leurs 
bases coïncident, et que leurs sommets S, S', 
se trouvent de différents côtés du plan de 
leur base commune ABCDE. Les points S, 
S / sont dès lors placés symétriquement 
par rapport au plan ABC, et les hauteurs 
SF, S / F, des deux pyramides sont égales. 
Par conséquent, ces pyramides qui ont la 
même base et les hauteurs égales sont 
équivalentes (E., 10, V). 

Je considère, en second lieu, deux polyèdres symétriques 
quelconques, et je les décompose en un même nombre de 
pyramides symétriques (V). Ces pyramides étant deux à deux 
équivalentes, les deux polyèdres sont par suite équivalents. 
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DES FIGURES TRACÉES SUR LA SPHÈRE 



CHAPITRE 1. 

On triangle et de la pyramide sphéricités. 

Programme : Dans tout triangle sphérique, un côté quelconque est plus 
petit que la somme des deux autres. — Le plus court chemin d'un point 
à un autre sur la surface de la sphère est un arc de grand cercle. — 
Mesure de l'angle de deux arcs de grands cercles. — Propriétés du 
triangle polaire ou supplémentaire. — Deux triangles sphériques, situés 
sur la même sphère ou sur des sphères égales, sont égaux dans toutes 
leurs parties : 1° lorsqu'ils ont un angle égal compris entre deux côtrs 
égaux chacun à chacun ; 2* lorsqu'ils ont un côté égal adjacent à deux 
angles égaux chacun à chacun; 3 - lorsqu'ils sontéquilaléraux entre eux ; 
4 # lorsqu'ils sont équiangles entre eux. Dans ces différents cas, les 
triangles sont égaux ou symétriques. — La somme des angles de tout 
triangle sphérique est plus grande que deux angles droits, et moindre 
que six. — Ce qu'on nppelle excès sphérique. 



DÉFINITIONS. 

1. Lorsque doux arcs de cercle tracés sur une sphère se cou- 
pent en un point A, on dit qu'ils font un angle en ce point et l'ov 
prend pour sa mesure, comme dans la géométrie plane (14, IV), 
l'angle que forment les tangentes menées à ces arcs parle som- 
met A dans le sens des arcs mêmes.— Si les deux arcs considé- 
rés appartiennent à des circonférences de grands cercles, leur 
angle a la môme mesure que l'angle dièdre formé par les plans 
des deux cercles; car chacun de ses côtés est perpendiculaire 
au diamètre suivant lesquels les grands cercles se coupent 
(P., 13, H). 

AH. 
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2. Un polygone sphérique est la portion de la surface d'une 
sphère comprise entre plusieurs arcs de grands cercles. 

Ces arcs de grands cercles sont les côtés du polygone; les 
angles qu'ils forment et les sommets de ces angles sont* les 
angles et les sommets du polygone sphérique. 

Le polygone sphérique qui a trois côtés est le triangle sphé- 
rique. 

3. On dit qu'un polygone sphérique est convexe lorsqu'il est 
situé d'un môme côté de chacune des circonférences de grands 
cercles qui le forment. Il est concave dans le cas contraire. 

Le périmètre d'un polygone sphérique convexe ne peut évi- 
demment être rencontré en plus de deux points par un arc de 
grand cercle. 

A. Les plans des arcs de grands cercles, qui forment un po- 
lygone sphérique A H( 11 >, déterminent au centre 
/f T 0 de la sphère un angle polyèdre OABCD, dont 

r^^Jg] les angles dièdres sont les angles mêmes du po- 

\ c Sjxï ? I ^% 0l)e > et dont les an S Ics P lans A0B * B0C > efc-» 
\L/ ont pour mesures les côtés correspondants AB, 

B ' BC, etc., de ABCD ; car ces arcs sont décrits 

avec le même rayon. 

Si on prolonge les faces de l'angle polyèdre OABCD au delà 
du sommet 0, l'angle polyèdre symétrique OA'B'Ciy intercepte 
sur la surface de la sphère un polygone A'B'C'D', dont les an- 
gles et les côtés sont égaux à ceux du polygone ABCD; mais 
les parties égales des deux polygones étant disposées dans un 
ordre inverse, comme celles des deux angles polyèdres symé- 
triques, ces polygones ne sont pas superposables. Ils sont sy- 
métriques par rapport au centre 0 de la sphère. 

Pour construire un triangle sphérique qui soit symétrique 



c 




A 



à un triangle donné ABC, on peut 
décrire deux arcs de cercle, des extré- 
mités A et B de l'un des côtés du trian- 
gle ABC comme pôles, avec des dis- 



D 



c tances polaires égales respectivement 
aux deux autres côtés AC, BC; puis 
joindre le point d'intersection C de 
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ces arcs aux deux points A et B par des arcs de grands cercles. 
Le triangle ABC 7 , ainsi construit, sera le triangle demandé. En 
effet, les plans des arcs de grands cercles, qui forment les 
triangles sphériques ABC, ABC, déterminent au centre 0 de 
la sphère deux angles trièdres symétriques OABC, OABC; 
car leurs angles plans sont évidemment égaux chacun à cha- 
cun, et inversement disposés par rapport au plan de leur face 
commune AOB. 

5. On appelle pyramide sphérique (voir la première figure 
de la page 3G6) la portion d'une sphère OA, comprise dans un 
angle polyèdre OABCD, qui a son sommet 0 au centre de cette 
sphère. — La pyramide a pour base le polygone ABCD, inter- 
cepté par l'angle polyèdre sur la surface sphérique. 

Deux pyramides sphériques OABCD, OA'B'CD', opposées par 
le sommet, sont symétriques comme leurs bases ABCD, A'B'CD' . 



THÉORÈME I. 

Si , par le pôle P d'une circonférence quelconque AB tracée 
sur une sphère OP, on mène une circonfé- 
y^TT^\ rence de grand cercle, ces deux lignes courbes 
I ! \ \ sont perpendiculaires l'une à l'autre, c'est-à- 

( K \ i° I dire l l u ' elles se coupent en formant un angle 

W droit; et réciproquement. 
x^l-rrip/ Je trace une circonférence de grand cer- 
r cle par le pôle P et un point quelconque C de 

la circonférence AB, et je dis que ces deux courbes font un an- 
gle droit au point C. Je remarque d'abord que leurs plans 
sont perpendiculaires (6, 1); car le plan du grand cercle PC 
contient la perpendiculaire élevée par le centre I du cercle AB 
sur le plan de ce cercle, puisque cette droite passe par le pôle P 
et le centre 0 de la sphère. 

Cela posé, je mène par le point C les tangentes CD, CE, aux 
deux cercles AB, PC. La droite CD est perpendiculaire au rayon 
1C du cercle AB, c'est-à-dire à l'intersection des deux plans 
ABC, PCI; par conséquent, elle est aussi perpendiculaire au 
pian PCI (6, II), et à la droite CE qui passe par son pied dans 
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ce plan. Donc l'angle ECD sous lequel les deux circonférences 
AB, PC, se coupent est droit. 

Réciproquement, le pôle de la circonférence ABse trouve sur 
la circonférence de grand cercle PC, si f angle DCE formé par 
ces deux lignes est droit. 

En effet, la droite 01 qui joint le centre de la sphère au cen- 
tre du cercle AB élant perpendiculaire au plan ABC (I, Rem.), 
et le rayon 1C étant aussi perpendiculaire à la tangente CD, il 
résulte du théorème des trois perpendiculaires que le rayon OC 
du grand cercle PC est perpendiculaire à la droite CD. Or cette 
droite CD fait par hypothèse un angle droit avec la tangente 
CE; donc le plan OCE, c'est-à-dire le plan du grand cercle PC 
est perpendiculaire à CD et, par suite, au plan ABC ; il contient 
dès lors le diamètre 01 de la sphère et le pôle P de la circonfé- 
rence AB. 

Corollaire.— Par un point A de la surface d'une sphère 

on ne peut mener qu'une circonférence de 
grand cercle BAB', perpendiculaire à une cir- 
D conférence CDB tracée sur celte sphère» 

Car on ne peut mener qu'une circonfé- 
rence de grand cercle par le point A et le 
pôle P du cercle BCD, à moins que ces deux 
points ne coïncident. 

Soient B et B' les intersections des deux circonférences; si 
l'on ne considère que les arcs moindres qu'une demi-circon- 
férence, et qu'il en soit ainsi des deux arcs AB, APB', il résulte 
de ce corollaire qu'on peut mener d'un point A donné sur une 
sphère deux arcs de grand cercle AB, APB', perpendiculaires à 
une circonférence BCD, tracée sur celte sphère, et quon ne peut 
en mener que deux. 

THÉORÈME II. 

Chaque côté d'un polygone sphérique convexe ABCDE est 
moindre que la moitié de la circonférence d'un grand cercle. 
Car si on supposait un côté quelconque AE de ce polygone 
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plus grand qu'une demi-circonférence de grand cercle, Tare 
AB prolongé renconlrerait AE en un second point F situé entre 

les points A et E, de sorte que le polygone 
sphérique ne serait pas tout entier d'un 
même côté de la circonférence AB; ce qui 
contredit l'hypothèse. Donc, etc. 

Remarque 1. — La réciproque de ce théo- 
rème est fausse. 

Remarque J/.— On ne considère ordinairement que des 
polygones sphériques convexes; par conséquent, chacun de 
leurs côtés est moindre qu'une demi-circonférence de grand 
cercle. 

THÉORÈME III. 

1° Chaque côté d'un triangle sphérique ABC est moindre que 
la somme des deux autres. 

2° La somme des trois côtés de ce triangle est moindre que la 
circonférence d'un grand cercle. 

^ En effet, soit 0 le centre de la sphère; les 

A \^ Nx^7 C plans des arcs de grands cercles qui forment 
\ ! / le triangle sphérique ABC déterminent un 
\y angle trièdre OABC, dont les angles plans 

0 sont mesurés par les côtés correspondants du 

triangle ABC. Or, l'angle plan AOB est moindre que la somme 
des deux autres BOC, COA (E, 7, 1); donc l'arc AB est aussi 
moindre que la somme des arcs BC, CA. 

En second lieu, la somme des trois faces AOB, BOC, COA, 
est moindre que quatre angles droits (E, 7, V); donc le 
périmètre du triangle ABC est moindre que la circonférence 
d'un grand cercle. 

Corollaire. — Chaque côté d'un triangle sphérique est plus 
grand que la différence des deux autres côtés. 

Remarque. — Un polygone sphérique convexe jouit des 
mômes propriétés, quel que soit le nombre dû ses côtés. 
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THÉORÈME IV. 

Une circonférence quelconque BCD et un point A extérieur à 
cette courbe, étant donnés sur une sphère, si Von mène de ce 
point les deux arcs de grands cercles AB, AB', perpendiculaires 
et l'arc de grand cercle AC oblique à la circonférence BCD; 
l'arc oblique est plus grand que l'un des deux arcs AB, AB', et 
plus petit que Vautre. 

1° Soit P le pôle de la circonférence BCD; ce point se trouve 
sur la circonférence de grand cercle BAB', 
qui est perpendiculaire à BCD par hypothèse 
(16, IV). En le joignant au point C par un arc 
de grand cercle, on forme le triangle sphérique 
PAC, dans lequel la somme des deux côtés PA, 
AC,est plus grande que le troisième côté PC (II). 
Mais Tare PC est égal à Tare PB, puisque le point P est le pôle 
du cercle BCD; on a donc 

PA + AOPA + AB, 

et, par suite, AC>AB. 

2° Dans le même triangle PAC, le côté AC est plus petit que 
la somme des deux autres PA, PC; or, l'arc PC est égal à Tare 
PB 7 , puisque le point P est le pôle du cercle BCD; on a donc 

AC<PA + PB, 

et, par conséquent, AC<AB'. 

Remarque.— On suppose dans ce théorème que chacun des 
arcs AB, AB' et AC est moindre qu'une demi-circonférence. 

* 

THÉORÈME V. 

Les plus courts chemins du pôle P d'une circonférence BC aux 
différents points de cette courbe, sur la surface de la sphère, sont 
égaux entre eux. 
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Soient PMB, PNC, les plus courts chemins du pôle P à deux 
points quelconques B et C de la circonférence 

^^JTn bc » 3 e dis 9 ue ces n S nes ne peuvent être iné- 
~& ' V\ gales. En effet, si on supposait l'une, par exem- 
ii Me J pie PMB, plus courte que l'autre PNC, et qu'on 
la fît tourner sur le diamètre PA de la sphère 
comme axe, elle engendrerait une surface de 
révolution qui ne serait autre que la zone PBC, puisque tous 
ses points sont également éloignés du centre de la sphère. 
L'extrémité B de cette ligne, décrivant la circonférence BC, 
passerait donc par le point C; mais ce point serait alors joint au 
pôle par une ligne plus courte que PNC; ce qui est contraire 
à l'hypothèse. Par conséquent, les plus courts chemins PMB, 
PNC, du pôle P aux points B, C, de la circonférence BC, 
sont égaux. 

THEOREME VI. 

Le plus court chemin d'un point à un autre sur la surface de 
la sphère est un arc de grand cercle. 

Soient A et B deux points de la surface 
d'une sphère; je les joins par un arc de grand 
cercle que je suppose d'abord moindre qu'une 
demi-circonférence, et je dis que cet arc est 
le plus court chemin du point A au point B 
sur la surface de la sphère. 
En effet, je prends un point quelconque C de l'arc AB|, et je 
vais démoutrer que le plus court chemin cherché passe par ce 
point. Pour cela, je décris du point A comme pôie, avec ta 
distance polaire AC, une circonférence à laquelle Tare de grand 
cercle AB est perpendiculaire (E., 17, JV); l'arc BC est, par 
suite, le plus petit de tous les arcs de grands cercles qu'on peut 
mener à cette circonférence (111). Si je décris dès lors une cir- 
conférence du point B comme pôle, avec la distance polaire BC, 
cette courbe n'aura que le point C commun avec la circonfé- 
rence AC et lui sera extérieure. 

Oela posé, je représente pour un instant le plus court che- 
min du point A au point B sur la sphère par la ligne ADEB, et 
je fais remarquer qu'il jouit de cette propriété que, si on le 
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divise en plusieurs parties, par exemple en trois, AD, DE, EB, 

par les poinls D et E, chacune de ces parties 
est le plus court chemin pour aller de l'une de 
ses extrémités à l'autre sur la sphère ; car, en 
faisant l'hypothèse contraire, et remplaçant 
les lignes AD, DE, EB, par les plus courts 
chemins du point A au point D, du point D 
au point E, et du point E au point B, on joindrait le point A 
au point B par une ligne moins longue que ADEB; ce qui est 
impossihle, d'après la première hypothèse. De là je conclus 
que le plus court chemin du point A au point B est décom- 
posé par les deux circonférences AC, BG, en trois parties, 
qui sont : 1° le plus court chemin du point A à la circonfé- 
rence AC; 2° le plus court chemin du point B à la circonfé- 
rence BC; 3° le plus court chemin de Tune des circonférences 
AC, BC, à l'autre. Or, le pôle A est également distant des 
poinls de la circonférence AC (IV) ; le pôle B est aussi égale- 
ment distant des points de la circonférence BC; donc le plus 
court chemin du point A au point B sur la sphère passe par 
le point C, puisque la distance des deux circonférences AC, BC, 
est nulle pour ce point seul. Le point C étant un point quel- 
conque de l'arc AB, il résulte de ce qui précède que cet arc 
fait partie du plus court chemin du point A au point B; et, 
comme il joint ces deux points l'un à l'autre sans discontinuité, 
il est le plus court chemin cherché. 

Je suppose, en second lieu, que les points A, B, soient les 
extrémités d'un même diamètre de la sphère; les circonfé- 
rences AC, BC, décrites de ces points comme pôles, coïncident 
alors dans toute leur étendue, de sorte que le plus court chemin 
du point A au point B est Tune quelconque des demi-cir- 
conférences de grands cercles qu'on peut mener par les deux 
points A et B. 

THÉORÈME VII. 

L'angh BAD de deux arcs de grands cercles AB, AD, a pour 
mesure l'arc de grand cercle BD décrit de son sommet A comme 
pôle entre ses côtés AB, AD. 
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Le point A étant le pôle de Tare de grand cercle BD, chacun 
des arcs AB, AD, est un quadrans, et les 
angles au centre AOB, AOD, sont droits. 
Donc l'angle BOD est l'angle plan corres- 
pondant à l'angle dièdre BACD, et l'arc BD 
qui mesure l'angle BOD mesure aussi l'angle 
BAD formé par les deux arcs de grands 
cercles AB, AD (E, 17, I). 

Corollaire I.— Si on prend sur la circonférence BD et dans 
le même sens chacun des arcs BP, DP', égal à un quadrans, 
le point P est un pôle de l'arc AB, le point P est aussi un 
pôle de Tare AD, et l'arc de grand cercle PP' égale Tare BD. 
Donc l'angle BAD a pour mesure l'arc de grand cercle qui joint 
les pôles P et P' de ses côtés AB, AD. 

Corollaire IL— Le lieu des pôles des grands cercles qui 
forment avec le grand cercle BAC un angle égal à BAD est la 
circonférence décrite du point P comme pôle avec la distance 
polaire PP'. 

Le lieu des diamètres de la sphère, perpendiculaires aux 
plans des mêmes cercles, est la surface conique de révolution 
qui a le point 0 pour centre, la droite OP pour axe et la droite 
OP' pour génératrice. 

Corollaire III.— Si on prolonge les arcs BA, DA, au delà de 
leur intersection A, les angles BAD, EAF, opposés au sommet 
sont égaux; les angles adjacents BAD, DAE, sont supplémen- 
taires. 

THÉORÈME VIII. 

Un triangle sphérique ABC étant donné, si des sommets A,B,C, 

comme pôles, on décrit les circonfé- 
rences de grands cercles B'C'B'C", 
C'A'C'A'', A'B'A^B", ces lignes divi- 
sent la surface de la sphère en huit 
triangles sphériques, tels que les som- 
mets de chacun d'eux sont les pôles 
des côtés du triangle ABC. 

i° Les deux circonférences de 
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grands cerctes B'C'B"C", C'A C'A", divisent évidemment en 

quatre triangles la surface de chacun 
des deux hémisphères déterminés par 
le plan de la troisième circonférence 
, A'B'A'B" , par conséquent, la surface 
de la sphère est partagée en huit 
triangles sphériques ayant pour som- 
mets les six points d'intersection A', 
à- A", B', B", et C, C, des trois cir- 

conférences de grands cercles A'B', B'C et C'A'. 

2° Soit A'B"C l'un de ces triangles; je dis que les sommets 
A',B",C, sont les pôles des côtés BC, CA, AB, du triangle ABC. 
En effet, le point B étant le pôle de la circonférence A'C, la 
distance BA' est un quadrans; le point C étant le pôle de lacir- 
conférence A'B', la distance CA' égale aussi un quadrans. Dès 
lors le point A' est éloigné d'un quadrans de chacun des points 
B et C; donc il est le pôle de l'arc BC. Je démontrerais de même 
que le sommet B" est le pôle de Tare AC, et le sommet C le pôle 
de Tare AB. 

Remarque. — Parmi les huit triangles précédents, on ne con- 
sidère ordinairement que le triangle A'B'C, qui se distingue 
des sept autres parce qu'il a son sommet A' du même côté de 
Tare BC que le point A, son sommet B' du même côté de l'arc 
AC que le point B, et son sommet C du même côté de l'arc AB 
que le point C. 

Réciproquement, je dis que, parmi les huit triangles sphé- 
riques qu'on formerait en décrivant trois circonférences de 
grands cercles des sommets du triangle A'B'C comme pôles, le 
triaugle ABC est celui qui jouit des mêmes propriétés par rap- 
port au triangle A'BC. En effet, pour démontrer que le som- 
met A du triangle ABC se trouve du même côté de l'arc B'C 7 
que le point A', il suffit de remarquer que les deux points A,A', 
étant par hypothèse dans le même hémisphère terminé par 
la circonférence BC dont le point A' est le pôle, la plus courte 
distance du point A' au point A est moindre qu'un quadrans; 
il en résulte que ces deux points doivent se trouver d'un même 
côté de la circonférence de grand cercle B'C 7 , décrite du point A 
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comme pôle. Je prouverais de même que le triangle ABC a son 
sommet B du même côté de l'anc A'C que le point B', et son 
sommet C du même côté de Tare A'B' que le point C 

Legendre a donné aux deux triangles sphériques ABC, A'B'C, 
le nom de triangles polaires, parce qu'on peut décrire les côtés 
de l'un quelconque d'entre eux, en prenant les sommets de 
l'autre pour pôles. On les appelle aussi triangles supplémentaires 
pour une raison qui résulte du théorème suivant. 

THÉORÈME IX. 

Si ABC et A'B'C sont deux triangles polaires, chaque angle 

de l'un de ces triangles a pour me- 
sure l'excès d'une demi -circonfé- 
rence sur le côté opposé dans Vautre 
triangle. 

Je prolonge les côtés AB, AC , de 
l'angle A du triangle ABC jusqu'aux 
points D et E, où ils rencontrent le 
côté B'C du triangle A'B'C'. Le 
point A étant le pôle de l'arc B'C, 
l'angle BAC a pour mesure l'arc DE compris entre ses 
côtés (IV) ; je dis que DE est égal à l'excès d'une demi-circonfé- 
rence sur Tare B'C. En effet, Tare EB' est un quadrans, puisque 
le point B' est le pôle du côté AC; pareillement l'arc DC est un 
quadrans, car le point C est le pôle du côté AB. Donc la 
somme des deux ares EB', DC, égale une demi-circonférence. 
Si de l'arc EB' je retranche DB', et que j'ajoute la même lon- 
gueur à Tare DC, la somme des deux arcs EB', DC, n'est pas 
changée; j'ai dès lors 

DE+B'C=EB'+DC=| circonf. 

et, par suite, 

m=:lcirconf.~WCr. 

Je démontrerais de même que chacun des deux autres angles 
B, C, du triangle ABC a pour mesure l'excès d'une demi- 
circonférence sur le côté qui lui est opposé dans le triangle 
A'B'C'. 
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Je considère, en second lieu, l'angle A' du triangle A'B'C; 
soienl F et G les points d'intersection de ses côtés A'B', A'C et 

de Tare BC prolongé. Le point A' étant 
le pôle de BC, l'angle B'A'C' a pour 
mesure l'arc FG compris entre ses 
. côtés. Or, chacun des arcs BG et CF 
est un quadrans, puisque le point B 
est le pôle de l'arc A'C', et le point C 
le pôle de l'arc A'B'; par conséquent, 
à la somme BG+CF égale une demi- 

circonférence. Mais cette somme égale aussi BC+FG; donc 
BC+FG est une di'mi-circonférence, et l'arc FG égale l'excès 
d'une demi-circonférence sur le côté BG du triangle ABC. Je 
ferais la môme démonstration pour les deux autres angles B' et 
C f du triangle A'BC. 

Remarque. — Cette propriété du triangle A'B'C appartient 
aussi à son symétrique A'^'C", puisque ces triangles ont les 
côtés égaux et les angles égaux chacun à chacun; mais elle 
n'est pas commune aux six autres triangles qu'on obtient en 
décrivant les trois circonférences de grands cercles B^'B^C'', 
C'A' C'A", A'B'A"B", des sommets A, B, C, du triangle ABC 
comme pôles. Ainsi, par exemple, l'angle BAC a pour mesure 
le côté B''C qui lui est opposé dans le triangle A'B''C', et non 
par l'excès d'une demi-circonférence sur ce côté ; car l'arc 
C'B" est égal à l'excès de la dcrni-circonférence B'C'B" sur 
l'arc C'B', ou à l'arc ED qui sert de mesure à l'angle BAC. 
L'angle C du triangle ABC a aussi pour mesure le côté A'B' 
qui lui est opposé dans le triangle A'C'B"; mais l'angle B a 
pour mesure l'excès d'une demi -circonférence sur le côté A'C 7 
qui lui est opposé dans le même triangle A'C'B". 

Le théorème précédent explique le choix qu'on a fait du 
triangle A'B'C parmi les huit triangles que les trois circonfé- 
rences B'C'B"C'\ A'C'A"C, A'B'A"B", délerminent sur la 
sphère, et justifie le nom de triangles supplémentaires, donné 
aux deux triangles ABC, A'B C 
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THÉORÈME X. 

4» La somme des trois angles d'un triangle sphérique ABC 
est moindre que six angles droits et plus grande que deux. 

2° La somme de deux angles quelconques de ce triangle est 
moindre que le troisième augmenté de deux angles droits. 

1° Chaque angle du triangle ABC est moindre 
fC que deux angles droits; donc la somme des 
trois angles de ce triangle est moindre que six 
angles droits. 
Si on désigne par A, B, C, les nombres de 
degrés contenus dans les mesures des angles BAC, ABC, ACB, 
du triangle proposé, les côtés du triangle supplémentaire sont 
respectivement égaux à 

180°— A, i80°— B, 180°— C. 
Or, la somme de ces côtés est moindre qu'une circonférence 
(II) ; par conséquent on a 

180>— A+180 0 — B+i80°— C<360°, 
et Ton en déduit : 

A+B-fC>180°. 
Donc la somme des trois angle s du triangle sphérique ABC est 
plus grande que deux angles droits. 

2° Chaque côté du triangle supplémentaire étant moindre 
que la somme des deux autres (II), on a aussi : 

180'— A<i80°- B+180 0 — C, 

d'où Ton tire : 

• B+C<A+i80°; 
la somme de deux angles quelconques B et C du triangle ABC 
est donc moindre que le troisième A, augmenté de deux angles 
droits. 

Remarque.— On appelle excès sphérique d'un triangle l'excès 
de la somme de ses angles sur deux angles droits. 

Un triangle sphérique est rectangle lorsqu'il a un angle droit; 
on appelle hypoténuse le côté opposé à cet angle. 

On donne le surnom de bireclangle, de trireclangle à un 
triangle sphérique qui a deux ou trois angles droits. 
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Trois grands cercles qui sont perpendiculaires deux à deux 
divisent évidemment la surface de la sphère en huit triangles 
trirectangles égaux entre eux (X). 

Corollaire. — La somme des angles d'un polygone sphérique 
convexe de n côtés est plus grande que n— 2 fois 2 angles droits 
et moindre que n— 2 fois 6 angles droits. 

En effet, on peut décomposer ce polygone en n— 2 triangles 
sphériques, en joignant l'un de ses sommets à tous les autres 
par des arcs de grands cercles ; or la somme des angles de 
chaque triangle est comprise entre 2 angles droits et 6 angles 
droits, donc la somme des angles de tous les triangles, ou la 
somme des angles du polygone, est comprise entre n— 2 fois 
2 angles droits et n— 2 fois 6 angles droits. 

L'excès de la somme des angles de ce polygone sur 2 J (n— 2) 
angles droits est appelé Yexcès sphérique du polygone. 

THÉORÈME XL 

Deux triangles sphériques, situés sur la même sphère ou sur 
des sphères égales, sont égaux ou symétriques, s'ils ont tm 
angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun. 

^ Soient ABC, A'B'C, deux 

r-v^/y 0 ' triangles situés sur des sphè- 
\ v j / res égales qui ont les points 0 
\y el 0' pour centres; je suppose 
°' l'angle A égal à l'angle A', le 

côté AB égal au côté A'B 7 , et le côté AC égal au côté AV. Je 
dis que les triangles ABC, A'B'C 7 , sont égaux, si leurs parties 
égales sont semblablement disposées, et qu'ils sont symétriques 
dans l'hypothèse contraire. 

Dans la première hypothèse, je superpose les surfaces des 
deux sphères, en faisant coïncider leurs centres 0 et 0'. J'amène 
ensuite le point A' sur le point A et le point B 7 sur le point B; 
l'arc A'B 7 s'applique alors sur l'arc AB. Comme l'angle A' est 
égal à l'angle A, et que les parties égales des deux triangles 
sont semblablement disposées, l'arc A 7 C prend la direction de 
l'arc AC, et le point C se confond avec le point C, puisque les 
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arcs AC, A'C, sont égaux. Les côtés BC, B'C, ont par suite les 
mêmes extrémités et coïncident; donc les triangles ABC, A'B'C, 
sont égaux. 

Je suppose, en second lieu, les parties égales des triangles 
ABC, A'B'C', inversement disposées; et je construis un triangle 
sphérique abc qui soit symétrique au triangle ABC. Ces deux 
triangles ont tous leurs éléments, côtés et angles, égaux cha- 
cun à chacun et inversement disposés; par conséquent, le 
triangle A'B'C et le triangle abc ont un angle égal compris 
entre deux côtés égaux chacun à chacun, et leurs parties égales 
sont semblablement disposées. D'après le cas précédent, le 
triangle A'B'C est donc égal au triangle abc, et, par suite, 
symétrique au triangle ABC. 



Deux triangles sphériques, situés sur ta mé*tne sphère ou sur 
des sphères égales, sont égaux ou symétriques, s'ils ont un côté 



égal adjacent à deux angles égaux chacun à chacun. 

^ . ^ Soient ABC, A'B'C, deux 



l'angle B égal à l'angle B' et l'angle C égal à l'angle C Je dis 
que les triangles ABC, A'B'C', sont égaux, si leurs parties égales 
sont semblablement disposées, et qu'ils sont symétriques dans 
l'hypothèse contraire. 

J'admets d'abord que la disposition des parties égales soit 
la même dans les deux triangles, et je superpose les surfaces 
des deux sphères, en faisant coïncider leurs centres 0, G 7 . 
J'amène ensuite le point B' sur le point B et le point C sur le 
point C; l'arc B'C s'applique alors sur l'arc BC. Comme les 
angles B' et C sont respectivement égaux aux angles B et C, 
l'arc B'A' prend la direction de l'arc BA, et l'arc C'A' la direc- 
tion de l'arc CA. Par conséquent, le point d'intersection A' des 
arcs B* V, C'A', se confond avec celui des arcs BA, CA, c'est-à- 



THÉORÈME XII. 




o 



triangles situés sur deux sphè- 
res égales dont les points 0 et 
O sont les centres. Je suppose 
le côté BC égal au côté B'C, 
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dire avec le point A, et les triangles ABC, A'B'C, qui coïnci- 
dent dans toule leur étendue, sont égaux. 

Si les parties égales des deux triangles ABC, A'B'C, étaient in- 
versement disposées, je démontrerais, comme dans le théorème 
précédent, que ces triangles sont symétriques. 

THÉORÈME XIII. 

Deux triangles sphêriques ABC, A'B'C', silués sur la même 
sphère ou sur des sphères égales, sont égaux ou symétriques 
s'ils ont les trois côtés égaux chacun à chacun. 

Soient 0 et 0' les centres de 
deux sphères égales, sur les- 
quelles les triangles ABC, A'B'C', 
sont placés; les grands cercles 
qui forment ces triangles dé- 
terminent deux angles trièdres OABC, 0' A'B'C', dont les faces 
sont égales chacune à chacune, puisque les côtés des deux 
triangles qui servent de mesure à ces angles sont eux-mêmes 
égaux chacun à chacun. Par conséquent les angles dièdres, 
opposés aux faces égales, sont égaux. Les triangles ABC, A'B'C', 
ont dès lors tous leurs éléments, côtés et angles, égaux chacun 
à chacun ; donc ils sont égaux ou symétriques, selon que leurs 
parties égales sont semblablement ou inversement disposées. 

THÉORÈME XIV. 

Deux triangles sphêriques ABC, A'B'C', situés sur la même 
sphère ou sur des sphères égales, sont égaux ou symétriques, 
s'ils ont les trois angles égaux chacun à chacun. 

Je construis les triangles polaires abc, a'b'c', des triangles 
ABC, ABC, et je fais remarquer que les angles des triangles 
ABC, A'B'C 7 , étant par hypothèse égaux chacun à chacun, leurs 
suppléments lesont aussi; par conséquent les lrianglesa6c,aW, 
ont les trois côtés égaux chacun à chacun (IX), et sont égaux ou 
symétriques (XIII). Les angles de ces triangles sont donc égaux 
chacun à chacun, ainsi que leurs suppléments; les triangles 
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ABC, A'B'C, ont, par suite, les côtés égaux chacun à chacun, et 
sont égaux ou symétriques, selon que leurs parties égales sont 
semblablementou inversement disposées. 

Corollaire I.-Si on appelle, comme dans la Géométrie 
plane, triangles sphériques semWa&/es deux triangles équian- 
gïes dont les côtés adjacents aux angles égaux sont propor- 
tionnels, la proposition précédente démontre que deux trian- 
gles sphériques semblables ne peuvent appartenir à la même 
sphère sans être égaux. 

Corollaire II. -Si un angle trièdre OABC a son sommet 

au centre 0 de deux sphères concentri- 
ques OA, OA', il intercepte sur leurs sur- 
faces deux triangles ABC, A'B'C', qui sont 
semblables. 

En effet, ces triangles sont évidemment 
équiangles; de plus, leurs côtés AC, A'C 
sont des arcs semblables, proportionnels aux ravons OA OA'- 
il en est de même des côtés BC, B'C, et des côtés AB A'B • 
on a donc ' ' 

_AC BC_ _ AB 
A'C' BC ~~ AlF ■ 
et les triangles sphériques ABC, A'B C, sont semblables. 

PROBLÈME I. 

Construire un triangle sphérique dont les trois côtés sont 
donnés. 

Soient a, b, c, les trois arcs de grands cercles 
donnés; je suppose leur somme moindre que 
la circonférence de grand cercle AB, et cha- 
cun d'eux plus grand que la différence des 
deux autres (II). Pour construire un triangle 
sphérique avec ces trois arcs, je prends sur 
la circonférence de grand cercle AB un arc AB égal àc, et je 
décris du point A comme pôle, avec une distance polaire égale 
à 6, la circonférence CD rencontrant la circonférence AB aux 
am. 25 
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points D et D'. Je décris ensuite du point B comme pôle, avec 
une distance polaire égale à a, un arc de cercle 
qui coupe la circonférence CD aux deux points 
C, C,, et je joins chacun de ces points aux deux 
points A, B, par les arcs de grands cercles. 
Les triangles sphériques symétriques ABC, 
ABC lt satisfont l'un et l'autre aux conditions du problème 
proposé qui a dès lors deux solutions. 

La possibilité de ce problème ne dépend que de l'intersec- 
tion de la circonférence CD et de l'arc décrit du point B comme 
pôle avec la distance polaire a. Or, pour que ces deux lignes 
se rencontrent, il faut et il suffit que la distance polaire a soit 
plus grande que l'un des deux arcs BD, Biy, menés du point B 
perpendiculairement à la circonférence CD, et plus petite que 
l'autre (IV) ; je dis que les trois arcs donnés satisfont à ces deux 
conditions. En effet, 4° Tare a est plus grand par hypothèse 
que l'arc BD, qui égale AB— AD ou c— b; 2° l'arc Biy, ou 6-f c, 
peut être plus petit ou plus grand qu'une demi-circonférence. 
Dans le premier cas, l'arc a est plus petit par hypothèse que 
Tare BD 7 ; dans le second cas, je compare l'arc a à l'arc BLV'LV, 
ou 360°— (6-f c), qui est moindre qu'une demi-circonférence, 
et je fais remarquer qu'il est encore plus petit que BD"!) 7 ; car 
on a par hypothèse 

a + 6-hc<360°, 

et, par conséquent. 

a<360° — (b + c). 

PROBLÈME II. 

Construire un triangle sphérique dont les trois angles sont 
donnés. 

Soient A, B, C, les trois angles donnés; je suppose leur 
somme plus grande que deux angles droits, et chacun d'eux, 
augmenté de deux angles droits, plus grand que la somme des 
deux autres (XIII). Cela posé, je désigne par a f , b', &, les sup- 
pléments respectifs de ces angles, et dans chacune des inéga- 
lités suivantes : 

A + B + C > 480°, 
A + 180° > B + C, 
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données par l'hypothèse, je remplace A par 180°— a 1 , B par 
180° — b 1 , et C par 180° — c'; je trouve ainsi : 

et 

a'<V + c'. 

On peut donc construire un triangle sphérique avec les trois 
arcs de grands cercles a', 6', & 7 puisque leur somme est moindre 
que la circonférence d'un grand cercle, et que chacun d'eux 
est moindre que la somme des deux autres (Probl. I). Ce Irian- 
gle sphérique étant construit, je décris ensuite son triangle 
polaire qui à pour angles les suppléments des arcs a', V, cf, 
(VIII), c'est-à-dire les angles donnés A, B, C, et qui résout dès 
lors le problème proposé. 

Ce problème a deux solutions, puisqu'on peut construire un 
triangle sphérique et son symétrique avec les trois arcs af, c'. 
Ces deux solutions sont aussi deux triaugles sphériques symé- 
triques. 

problème m. 

Tracer par un point A donné sur une sphère une circonfé- 
férence de grand cercle qui fasse un angle donné avec une cir- 
conférence de grand cercle donné BCD. 

Je commence par déterminer le pôle P du 
cercle BCD, situé sur l'hémisphère ABCD; je 
décris ensuite la circonférence EFH, lieu géo- 
métrique des pôles des circonférences de 
grands cercles, qui font avec la circonférence 
BCD un angle égal à l'angle donné (III, c), et 
je trace du point A comme pôle un arc de grand cercle, ren- 
contrant généralement la circonférence EFH en deux points 
E, F. Chacun de ces points est le pôle d'une circonférence de 
grand cercle qui résout le problème proposé, car elle passe par 
le point A et fait l'angle donné avec la circonférence BCD. 

Pour reconnaître la condition de possibilité de ce problème, 
je joins le point A au point P par un arc de grand cercle qui 
coupe la circonférence EFH aux deux points H, K, et la circon- 
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férence BCD au point C. Les deux arcs *\ii,AK, étant perpendi- 
culaire* a cette circ^ férence (E. 4 7, IV), il faut 
et il suffit que Tare Ail soit plu ! et l'arc A-K 
plus grand qu'un quadrans qui est la distance 
polaire de Parc de grand cercle, décrit du 
point A comme pôle. La première de ces deux 
conditions est toujours satisfaite, puisque Tare 
AH est moindre que AP, et, par suite, moindre qu'un qua- 
drans. Le problème proposé a donc deux solutions lorsque l'arc 
AK est plus grand que PC, c'est-à-dire lorsque l'arc PK est 
plus grand que Tare AC qui mesure la distance du point A 
à la circonférence BCD. Il n'a qu'une solution si PK est égal à 
CA; enfin, il est impossible lorsque PK est moindre que CA. 

Remarque. — Ce problème sert à construire un triangle 
sphérique dans lequel on connaît un angle et les deux côtés 
qui le forment, ou un côté et deux angles. 
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CHAPITRE IL 

Mesure de la surface du triangle sphérique et du 
volume de la pyramide sphérique. 

Programme : Un fuseau est à la surface de la sphère comme l'angle du 
fuseau à quatre angles droits. — Deux triangles sphériques symétriques 
sont équivalents.— L'aire d'un triangle sphériqueest à celle de la sphère 
entière comme l'excès de la somme de ses angles sur deux angles droits 
esta huit angles droits. — A chaque propriété des triangles ou poly- 
gones sphériques correspond une propriété analogue des angles trièdres 
ou polyèdres. 



DÉFINITIONS. 

1. Ou appelle fuseau la portion de la surface d'une sphère 
comprise entre deux deini-circonfcrences de grands cercles 
terminées au même diamètre. L'angle de ces deux circonfé- 
rences a reçu le nom d'angle du fuseau. 

Il est évident que deux fuseaux situés sur la même sphère 
ou sur des sphères égales sont égaux s'ils ont des angles égaux. 

2. Un onglet sphérique est la partie d'une sphère comprise 
entre deux demi-grands cercles terminés au même diamètre. 
L'angle des plans de ces deux cercles est l'angle de l'onglet 
sphérique; le fuseau qui le termine lui sert de base. 

Deux onglets qui font partie de la même sphère ou de sphères 
égales sont évidemment égaux lorsqu'ils ont des angles égaux. 

3. Un segment sphérique est la portion d'une sphère com- 
prise entre deux plans parallèles; il a pour bases les deux 
cercles qui le terminent, et pour hauteur la plus courte 
distance de ses bases. 
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Si l'un des deux plans parallèles est tangent à la sphère, le 
segment sphérique correspondant n'a qu'une base. 

THÉORÈME L 

Le rapport d'un fuseau à la surface de la sphère est égal au 
rapport de l'angle de ce fuseau à quatre angles droits. 

Soit le fuseau ARED, déterminé sur la 
sphère CA par les demi-circonférences 
RAD, RED, qui se coupent aux extrémités 
du diamètre RD. Je décris du point D 
comme pôle, une circonférence de grand 
cercle, rencontrant les arcs BAD, BED, 
aux points A etE; l'angle du fuseau a pour 
mesure l'arc AE. Je suppose d'abord cet arc et la circon- 
férence CA commensurables entre eux, et leur rapport égal 
à -~. Je divise la circonférence CA en 16 parties égales; dès 
lors l'arc AE contient exactement trois de ces parties. Par le 
diamètre BD et chacun des points de division, je mène des 
plans qui partagent la surface de la sphère en 16 fuseaux 
égaux entre eux, car leurs angles sont égaux. Or, le fuseau 
ARED contient exactement trois de ces fuseaux partiels; 
donc son rapport à la surface de la sphère égale aussi ^ 6 ; 
par conséquent il est le même que le rapport de l'arc AE à la 
circonférence CA, ou que celui de son angle à quatre angles 
droits. 

Si l'arc AE et la circonférence CA n'ont pas de commune 
mesure, je divise la circonférence en un nombre quelconque 
de parties égales, par exemple en 1000, et je suppose que l'arc 
AE soit plus grand que 345 de ces parties, mais moindre que 
346; le rapport de cet arc à la circonférence CA, ou celui de 
l'angle du fuseau à quatre angles droits, est compris par suite 

entre ^ et Par le diamètre RD et chacun des points de 
division de la circonférence, je mène des plans qui partagent 
la surface de la sphère en 1000 fuseaux égaux entre eux, car 
leurs angles ont des mesures égales. Or, le fuseau ARED est plus 
grand que 3i3 de ces fuseaux partiels, et moindre que 346 ; 
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donc son rapport à la surface de la sphère est aussi compris 
entre ^ et Ce rapport et celui de l'angle du fuseau à 

quatre angles droits contiennent dès lors le même nombre de 
millièmes. Je prouverais par un raisonnement semblable que 
ces deux rapports contiennent le même nombre d'unités d'un 
ordre décimal quelconque; par conséquent ils sont égaux. 

Remarque.— On démontre de même que le rapport d'un 
onglet à la sphère égale celui de l'angle de l'onglet à quatre 
angles droits. 

Corollaire. — Soient R le rayon d'une sphère et A le rapport 
de l'angle d'un fuseau à l'angle droit. 1*> 11 résulte du théorème 
précédent que 

fus. A A 

on en déduit : 

fus. A = ttR î x A, 
c'est-à-dire que Vaire d'un fuseau est égale au produit de l'aire 
d'un grand cercle de la sphère par le rapport de l'angle du 
fuseau à V angle droit. 
2° On a aussi 

onglet A _ fus. A 

sphère R surf.sph.R' 
or, le volume de la sphère est égal au produit de sa surface 
par le tiers de son rayon ; donc le volume de Vonglet est égal 
au produit du fuseau correspondant par le tiers du rayon de 
la sphère. 

THÉORÈME II. 

Deux angles sphériques symétriques sont équivalents. 

Soient ABC, A'BC, 
deux triangles sphéri- 
ques symétriques dans 
lesquels le côté AB est 
égal à A'B', le côté AC 
égal à A'C, et le côté BC 
égal à B'C ; il en résulte que les angles A,B,C, du premier trian- 
gle sont égaux respectivement aux angles A', B'jC, du second. 
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Le triangle ABC peut être isocèle ou ne l'être pas. Je le 
suppose d'abord isocèle, et ses côtés AB, AC, égaux; je dis 



côté A'C prend la direction de AB, à cause de l'égalité des 
deux angles A, A', et le point C se confond avec le point B. 
Les côtés BC, B'C, ont dès lors leurs extrémités communes et 
coïncident; donc les triangles ABC, A'B'C, sont égaux. 

Je suppose, en second lieu, que les triangles symétriques 
ABC, A B'C, ne soient pas isocèles, et je dis qu'ils sont équiva- 
lents. Je détermine le pôle P du petit cercle circonscrit au 
triangle ABC (E., 17, Prob. V), et je le joins aux sommets de 
ce triangle par des arcs de grands cercles. Le point P peut 
être à l'intérieur du triangle ABC ou à l'extérieur, ou bien sur 
le plus grand côté. J'examine d'abord le premier cas : les arcs 
PA, PB, PC, décomposent le triangle ABC en trois triangles 
PAB, PAC, PBC, qui sont isocèles, car le pôle P est également 
éloigné des trois points A, B et C. Je tire dans l'angle B'A'C 
un arc de grand cercle A'P', faisant avec le côté A'B' un angle 
B'A'P' égal à l'angle BAP ; je prends ensuite sur l'arc A'P' une 
longueur AT' égale à AP, et je joins le point P' aux trois som- 
mets du triangle A'B'C par les arcs de grands cercles P'A ; , 
P'B', P / C. Les deux triangles PAB, FA'B', qui ont un angle 
égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun, sont 
symétriques; car leurs parties égales sont évidemment dis- 
posées dans un ordre inverse. Or, le triangle PAB est isocèle ; 
donc P'A'B/ l'est aussi, et ces triangles symétriques sont égaux 
d'après ce qui précède. Les triangles PAC, P'A'C, ont pareille- 
ment un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à 
chacun, puisque l'angle PAC qui est la différence des deux 
angles BAC, BAP, égale l'angle P'A'C qui est aussi la différence 
des deux angles B'A'C', B'A'P', égaux respectivement aux 
angles BAC, BAP. De plus, les parties égales de ces triangles 



c 




qu'il est égal au triangle 
A'B'C', qui est aussi iso- 
cèle, puisque A'B' est égal 
à AB, etA'CégalàAC. En 
C i effet, si j'applique le côté 
A'B' sur son égal AC, le 
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sont disposées dans un ordre inverse; donc PAC et P'A'C sont 
symétriques. Mais le triangle PAC est isocèle; par conséquent 
il est égal à P / A'C / . Enfin, les triangles isocèles PBC, P'B'C, 
sont égaux, puisqu'ils ont les trois côtés égaux chacun à chacun. 
Donc les triangles ABC, A'B'C, qui sont composés d'un 
même nombre de triangles isocèles égaux deux à deux, sont 
équivalents. 




p > 




On fait la démonstration de la même manière lorsque le 
pôle P du cercle circonscrit au triangle ABC se trouve sur le 
plus grand côté AC du triangle ABC, ou à l'extérieur de ce 
triangle. Dans le premier cas, on décompose ABC en deux 
triangles isocèles PAB, PBC, en tirant l'arc de grand cercle PB. 
Dans le second cas, le triangle ABC est égal à l'excès de la 
somme des deux triangles isocèles PAB, PBC, sur le triangle 
PAC qui est aussi isocèle. 

Corollaire L— Si un triangle sphérique ABC est isocèle, les 
angles B, C, opposés aux côtés égaux AB, AC, sont égaux; et 
réciproquement. 

L'égalité du triangle isocèle ABC et de son symétrique A'B'C 7 
prouve que l'angle B est égal à l'angle G, et par suite à l'angle C. 

La réciproque se démontre aussi par la superposition du 
triangle ABC et de son symétrique A'B C. 

Corollaire IL — Deux triangles sphéri- 
ques ABC, DBE, qui ont un angle opposé par 
le sommet, et dont les cotés AC, DE, opposés 
à cet angle sont situés sur la même circon- 
férence de grand cercle, forment ensemble le 
fuseau ABCF dont V angle est ABC. 
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Le fuseau ABCF égale la somme des deux triangles ABC, 
ACF; or, le triangle ACF est équivalent au triangle BDE parce 
qu'ils sont symétriques, on a donc : 

Sri. ABC + fri. DBE = /us. ABCF. 

THÉORÈME III. 

L'aire du triangle sphérique est à celle de la sphère en • 
tière, comme l'excès de la somme des angles du 
triangle sur deux angles droits est à huit angles 
droits. 

Soit le triangle sphérique ABC; je prolonge 
ses côtés AC, BC, jusqu'aux points D et E, où ils 
rencontrent la circonférence dont le troisième côté AB fait 
partie, et j'ai les égalités suivantes : 

ABC -f BCD= fuseau A, 
ABC + ACE=/t4seau B, 
ABC + CDE= fuseau C (II , c). 
En ajoutant ces égalités membre à membre, et remarquant 
que la somme des quatre triangles ABC, BCD, CDE, ACE est 
égale à la moitié de la surface de la sphère, je trouve : 

2 ABC + 1 surf. sph. = fus. A + fus. B + fus. C, 
et, par suite, 

ABC = | {fus. A + fus. B + fus. C) — \ surf. sph. 

Je divise ensuite les deux membres de cette dernière égalité 
par la surface de la sphère, et j'y remplace le rapport de cha- 
que fuseau à la surface de la sphère par celui de l'angle de ce 
fuseau à quatre angles droits; en désignant par A, B, C, les 
rapports des angles du triangle ABC à l'angle droit, j'ai dès lors 

ABC A + B-fC — 2 
— - * . 

surf. sph. I— 8 ' 
ce qui dénonce le théorème énoncé. 

Corollaire. — Si, dans l'égalité précédente, je substitue à la 
surface de la sphère huit fois l'aire T du triangle trirectangle, 
cette égalité devient : 

^ =A + B + C-2; 



Digitized by Google 



COMPLÉMENT. 391 

le nombre A-f B-f-C— 2, qu'on obtient en divisant l'excès de la 
somme des angles du triangle ABC sur deux angles droits par 
l'angle droit, est le rapport de l'excès sphérique de ce triangle 
à l'angle droit. Par conséquent, le triangle sphérique ABC a 
pour mesure le rapport de son excès sphérique à V angle droit, 
lorsqu'on prend le triangle trirectangle, ou le huitième de la 
surface de la sphère, pour Vunitè de surface. 

THÉORÈME IL 

L'aire d'un polygone sphérique convexe ABCDE est à celle de 
la sphère entière, comme l'excès de la somme des angles de ce 
polygone sur autant de fois deux angles droits qu'il a de côtés 
moins deux est à huit angles droits. 

Je joins le sommet A aux autres sommets 
par des arcs de grands cercles qui décom- 
posent le polygone sphérique ABCDE en 
autant de triangles qu'il a de côtés moins 
deux. Or, -l'aire de chaque triangle est à 
celle de la sphère comme l'excès de la 
somme de ses angles, diminuée de deux angles droits, est à huit 
angles droits; donc la somme des aires de tous les triangles ABC, 
ACD, ADE, ou l'aire du polygone ABCDE, est à celle de la 
sphère entière comme la somme des angles de ce polygone, 
diminuée d'autant de fois deux angles droits qu'il a de côtés 
moins deux, esta huit angles droits; car la somme des angles 
de tous les triangles est égale à celle des angles du poly- 
gone. 

Corollaire.— -Soient n le nombre des côtés du polygone, S le 
rapport de la somme de ses angles à l'angle droit et T l'aire du 
triangle sphérique trirectangle ; on a 

ABCDE 

—^=8-2^-2). 

Le nombre S — 2(n— 2), qui est le rapport de l'excès sphérique 
du polygone à l'angle droit, exprime la mesure de la surface de 
ce polygone, lorsqu'on prend le triangle sphérique trirectangle 
pour unité. 




# 
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Remarques sur les deux chapitres précédents. 

On sait que les plans des arcs de grands cercles qui forment 
un polygone sphérique déterminent au centre de la sphère un 
angle polyèdre qui a les mêmes angles que le polygone et dont 
les angles plans sont mesurés par les côtés du même polygone. 
On peut donc conclure de là qu'à chaque propriété des triangles 
ou polygones sphériques correspond une propriété analogue 
des angles trièdres ou polyèdres. Par exemple : 

Dans tout angle trièdre : 1° la somme des angles dièdres est 
moindre que six angles dièdres droits } et plus grande que deux; 
2° la somme de deux angles dièdres est moindre que le troisième, 
augmenté de deux angles dièdres droits. 

Deux angles trièdres sont égaux ou symétriques : 1° s'ils ont 
unangle dièdre égal compris entre deux angles plans égaux cha- 
cun à chacun; 2° s'ils ont un angle plan égal, adjacent à deux 
angles dièdres égaux chacun à chacun; 3° s'ils ont les trois angles 
plans égaux chacun à chacun; A 0 s'ils ont les trois angles dièdres 
égaux chacun à chacun. 

THÉORÈME V. 

Le lieu géométrique des sommets A des triangles sphériques, 
qui ont une base commune BC, et dans lesquels 
l'angle A opposé à la base diffère de la somme 
B-f-C des deux autres angles d'une quantité 
constante K, est une circonférence passant par 
les points B et C. 
s Soit ABC l'un des triangles jouissant de la 
propriété énoncée; je détermine le pôle P du cercle qui passe 
par ses sommets, et je tire les arcs de grands cercles PA, PB, PC. 
Le triangle PAB étant isocèle, l'angle PBA opposé au côté PA 
est égal à l'angle PAB opposé au côté PB; pour une raison sem- 
blable , l'angle PCA est égal à l'angle PAC. Par conséquent, la 
somme des angles ég;iux PBC,PCB du triangle isocèle PBC égale 
l'excès K de la somme des deux angles ABC, ACB, du triangle 
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ABC sur le troisième BAC, et chacun des angles PBC, PCB, égale 
la moitié de l'angle donné K (II, c, I). Le triangle isocèle PBC 
est donc déterminé, puisqu'on connaît son côté BC et les deux 
angles adjacents ; la distance AP du sommet variable A au point 
fixe P est par suite constante, et le lieu géométrique du point A 
est la circonférence décrite du point P comme pôle avec la dis- 
tance polaire PB ou PC. 

THÉORÈME VI. 

Le lieu géométrique des sommets C des triangles sphériqucs de 
même base AB et de même surface est une circonférence. 
- Soit ABC l'un des triangles satisfaisant aux conditions de 

>> ^ D l'énoncé; je prolonge les côtés BC, AC, de Fan- 

/ i gle ACB jusqu'tà la rencontre de la circonfé- 

f \<£ j rence AB. En désignant par A, B,C, D,E, les 
V / ^ — 4 rapports des angles des triangles ABC,CDE, à 

a l'angle droit, et par S le rapport constant de 

Taire du triangle ABC à celle du triangle trirectangle, j'ai l'éga- 
lité (III) : 

A+B-|-C-2 = S; 
or, les angles A et D des triangles ABC, CDE, sont supplémen- 
taires, ainsi que leurs angles B etE; par conséquent, 

A = 2— D, 

B=2-E. 

En substituant ces valeurs de A et B dans l'égalité précédente, 
je trouve : 

2+C— D— E=S, 
c'est-à-dire que l'angle C du triangle CDE diffère de la somme 
D+E des deux autres angles d'une quantité constante. Or 
les deux sommets D et E de ce triangle sont diamétralement 
opposés aux points donnés A et B, et, par suite, fixes; donc le 
lieu du troisième sommet C est une circonférence passant par 
les points D etE (V). 

Cette proposition est connue sous le nom de théorème de 
Lexell; c'est à M. Sleiner qu'est due la démonstration géomé- 
trique précédente. 
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THÉORÈME VIL 



Si deux pyramides sphériques triangulaires sont symétriques, 
elles sont équivalentes. 

Démonstration analogue à celle du théorème H, même 
chapitre. On y remplacera chaque triangle sphérique par la 
pyramide sphérique correspondante. 

Corollaire. — Deux pyramides sphériques triangulaires 
OABC, OCDE, qui ont un angle dièdre opposé par V arête et dont 

les deux faces AOB, EOD, opposées àcet angle 
font partie du même plan, forment ensemble 
l'onglet ACFB dont Vangle est ACB. 

Car la pyramide OCDE est équivalente 
à la pyramide OAFB, parce qu'elles sont 
symétriques. 




THÉORÈME MIL 

Le volume d'une pyramide sphérique triangulaire OABC est 
égal au produit de sa base ABC par le tiers du rayon OA de la 
sphère. 

Les plans des faces AOC, BOC, divisent l'hémisphère ABCD 

en quatre pyramides sphériques trian- 
gulaires OABC, OACD, OBDE, OBCE, et 
D Ton a : 

OABC-f OBCE= onglet A, 
OABC+OACD=on0taB, 
OABC+OCDE = onglet C (VII, c) . 
En ajoutant ces égalités membre à mem- 
bre et remarquant que la somme des quatre pyramides OABC, 
OBCE, OACD, OCDE, est égale à la moitié de la sphère , on 
trouve : 

20ABC + \sphère=i onglet A+o« gle E+cight 
et, par conséquent, 
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ABC=| (onglet A+ongletB+ongletC)— j sphère. 
Or, on a successivement (I, c.) : 

onglet A=/us. Ax|OA, 

onglet B= fus. Bx*OA, 
onglet C=fu$. Cx|OA, 
et sphère OA= sur/ 1 . spA. X |OA; 

donc OABC= A+/*- B + ^ . C->rf. g^V^ 

ou (III) OABC=lri.ABCx|OA. 

Corollaire.— le rofume de la pyramide sphérique triangu- 
laire OABC est aussi e<jaf au rapport de l'excès sphérique de sa 
base à l'angle droit, si Von prend la pyramide trirectangle, ou 
le huitième de la sphère, pour Vunitéde volume. 

Soient A, B, C, les rapports des angles de la pyramide OABC 
à l'angle droit et R le rayon de la sphère ; on a (III) : 

tri. ABC = ^ (A + B+C — 2) , 
z 

et, par suite, 

pyr. OABC = ^(A + B + C-2); 

mais le volume V de la pyramide sphérique trirectangle est 
égal à — (E. 20, IV); on a donc : 



ce qui démontre le théorème énoncé. 

THÉORÈME IX. 

Le volume d*une pyramide sphérique polygonale OABCDE 
est égal au produit de sa base ABCDE par le tiers du rayon de 
la sphère. 
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Je mène les grands cercles OEB, OEC, qui décomposent la 

pyramide polygonale ABCD en pyramides 
triangulaires ayant pour bases les différents 
triangles dans lesquels le polygone ABCD 
est partagé parles arcs EB, EC. Chaque 
pyramide triangulaire a pour mesure le 
A produit de sa base par le tiers du rayon de 

la sphère; donc le volume de la pyramide polygonale OABCDE 
est égal au produit de la somme des bases des pyramides trian- 
gulaires par le tiers du rayon, c'est-à-dire égal au produit de 
sa base par le tiers du rayon. 

Corollaire. — Le volume de la pyramide sphérique polygo- 
nale OABCD est aussi égal au rapport de l'excès sphérique de sa 
base à V angle droit, si l'on prend la pyramide sphérique trirec- 
tangle pour l'unité de volume. 

Soient R le rayon de la sphère, n le nombre des faces latérales 
de la pyramide et A le rapport de la somme de ses angles diè- 
dres à l'angle dièdre droit ; on a (IV) : 

polyg. ABCDE = ï3* (a— 2 (n-2)) 
et, par suite, OABCDE = ^ ^A— 2 (n— 2)) 

uR 3 

Or le volume V de la pyramide tnrectangle est égal à — - 

G 

(E. 20, IV); on a donc: 

OABCDE ... w 
— = A-2(n-2); 

ce qui démontre le théorème énoncé. 

PROBLÈMES. 

1 . La somme des angles dièdres d'un angle polyèdre qui a n 
faces est plus grande que 2(n— 2) angles droits, et moindre 
que 2n angles droits. 

2. Le tétraèdre qui a pour sommets les points d'intersection 
des médianes des faces d'un tétraèdre donné est semblable au 
symétrique de ce dernier tétraèdre. — Quel est le rapport de 
leurs volumes ? 
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3. Si le plus grand des angles d'un triangle sphérique est 
égal à la somme des deux autres, le pôle du cercle circonscrit 
à ce triangle est sur le plus'grand côté. 

4. Si le plus grand des angles d'un triangle sphérique est 
plus grand que la somme des deux autres , le pôle du cercle 
circonscrit est situé à l'extérieur du triangle, entre les prolon- 
gements des côtés du plus grand angle. 

5. Si le plus grand des angles d'un triangle sphérique est 
moindre que la somme des deux autres; le pôle du cercle cir- 
conscrit est situé à l'intérieur du triangle. 

6. Tout point de l'arc bissecteur de l'angle de deux arcs de 
grands cercles est également éloigné des deux côtés de cet 
angle— Tout point extérieur à l'arc bissecteur est inégalement 
distant des deux côtés de l'angle. 

7. Les arcs bissecteurs des trois angles d'un triangle sphé- 
rique passent par le même point qui est le centre du cercle 
inscrit. — Les arcs bissecteurs des suppléments de deux angles 
d'un triangle sphérique et l'arc bissecteur du troisième angle 
se rencontrent en un même point, centre de l'un des cercles 
ex-inscrits. 

8. Quel est le lieu géométrique des sommets des triangles 
sphériques qui ont une base commune et dont l'angle au som- 
met est égal à la somme des deux autres? 

9. Calculer la portion de la surface ou du volume de la terre 
comprise entre l'équateur et l'écliptique, en sachant que ces 
deux cercles forment un angle 23° 28'? 

10. Déterminer l'angle des méridiens de Paris et de Londres, 
en sachant que le fuseau terrestre qu'ils forment est égal à 3367 
myriamètres carrés. 

11. Calculer l'aire d'un triangle sphérique ABC, en sachant 
que le rayon de la sphère est égal à l m ,2, et que les angles 
A, B, C, sont respectivement égaux à 78° 15', 62» AW et 
72° 4C. 

12. Calculer les angles d'un triangle sphérique, en sachant 
qu'ils sont entre eux comme les nombres A, 6 et 7, et que ce 
triangle est égal au quart du triangle trirectangle de la même 
sphère. 

AH. 26 
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13. Calculer le rayon du segment spbérique maximum parmi 
les segments sphériques qui sont terminés par des zones de sur- 
face constante, à une seule base. * 

14. Diviser une sphère en deux segments dont l'un soit les 
deux tiers de l'autre, par un plan perpendiculaire à un dia- 
mètre donné. —Calculer le rayon de la section à un millimètre 
près, en prenant celui de la sphère pour unité. 

15. Inscrire dans une sphère un cylindre dont le volume ait 
un rapport donné avec celui de la sphère.— Maximum de ce 
rapport. 



FIN DU COMPLÉMENT. 

/ 
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1 On appelle ainsi ceux qui sont compri* sous an même nombre de faces sem- 
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la limite vers laquelle tend Taire de la pyramide inscrite (ou du prisme inscrit), à 
mesure que ses faces diminuent indéfiniment. 
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Définition générale de la tangente à une courbe. 

Les rayons vecteurs menés des foyers à un point de l'ellipse font, 
avec la tangente en ce point et d'un même côté de cette ligne, des 
angles égaux. 

Mener la tangente a l'ellipse, 1° par un point pris sur la courbe; 
2° par un point extérieur. — Normale à l'ellipse 

Hyperbole. — Propriétés principales de cette courbe 

Cinquième cl sixième leçon. — Définition de la parabole parla propriété 
du foyer et de la directrice. — Tracé de la courbe par points et d'un 
mouvement continu. 
Axe. — Sommet. — Rayon vecteur. 

La tangente fait des angles égaux avec la parallèle à l'axe et le 
rayon vecteur, menés par le point de contact. 

Mener la tangente à la parabole, 1° par un point pris sur la 
courbe; 2° par un point extérieur. — Normale. Sous-normale. 

Le carré d'une corde perpendiculaire à Taxe est proportionnel à 
la distance de celte corde au sommet 

Septième et huitième leçon.— Définition de l'hélice considérée comme 
résultant de l'enroulement du plan d'un triangle rectangle sur un 
cylindre droit à base circulaire. 

La tangente à hélice fait avec l'arête du cylindre un angle 
constant. 

Construire la projection de l'hélice et de la tangente sur un plan 
perpendiculaire à la base du cylindre 346 
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Chacun des angles plans qui composent un angle trièdre est moindre 
que la somme dés deux autres.—» La somme des angles plans qui 
forment tin polyèdre convexe est toujours moindre que quatre 
angles droits. — Si deux angles trièdres sont formés des mêmes 
angles plans, les angles dièdres compris entre les angles plans 
égaux sont égaux. âal 

FIGURES SYMÉTRIQUES. 

Plan de symétrie. — Centre de symétrie. — Dans deux polyèdres sy- 
métriques les faces homologues sont égales chacune à chacune, et 
l'inclinaison des deux faces adjacentes, dans l'un de ces solides, est 
égale à l'inclinaison des faces homologues dans l'autre. — Deux 
polyèdres symétriques sont équivalents 351 
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Do Triangle et de la Pyramide sphériqncs. 

Dans tout triangle sphérique un côté quelconque est plus petit que la 

somme des deux autres Le plus court chemin d'un point à un 

autre sur la surface de la sphère est un arc de grand cercle. — 
Mesure de l'angle de deux arcs de grands cercles. — Propriétés du 
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eux. Dans ces différents cas ces triangles sont égaui ou symétriques. 
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CHAPITRE II. 

Mesure de la surface do triangle sphérique 
et du volume de la pyramide sphérique. 
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riques correspond une propriété anaîogue des angles lrièdre> ou 
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Page 200, ligne 4, au lieu de Sa lisez La. 

Page 303, ligne 47, au Heu de droite MM„ lisez droite MM". 

Page 342, ligne 4 en remontant, au lieu de GM-fGE' lisez GM-fGM' 

Page 312, ligne 3 en remontant, au lieu de MM lisez MM'. 
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